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1 Inledning

Historien om de regelbundna konstruerbara manghorningarna (d v s konstruerbara
manghorningar dar alla vinklar och alla sidor ar lika stora) stracker sig 6éver 2 000 ar bakat i
tiden. Intresset for dessa lar ha uppstatt i det antika Grekland, dar man inskrankte sig till att
finna konstruktioner med hjalp av enbart passare och linjal. Detta matematiska omrade
forenar geometri och algebra pa ett intressant satt och huvudsyftet med denna uppsats ar att pa
ett sa enkelt satt som moijligt klargora vilka regelbundna manghdrningar som generellt ar
konstruerbara. For att forstd problemets bakgrund, sa upptas en stor del av uppsatsen av en
historisk tillbakablick. Speciellt 4gnas ett langre avsnitt at Eukilementa eftersom detta

verk innefattar de antika grekernas upptéckter inom omradet.

Gauss hade inte tillgang till den abstrakta algebran nar han "slog spiken i kistan” och gjorde
en uttomlig utforskning av de regelbundna konstruerbara manghorningarna. Hans bevis kan te
sig ganska svargenomtrangligt och behandlas inte i denna uppsats, men star att lasa om i hans
stora verkDisquisitiones Aritmeticad denna uppsats har jag i stéllet valt att anvanda just den
abstrakta algebran for att pa ett mer lattéverskadligt satt na fram till det generella beviset. Jag
ar medveten om att en del av begreppen och satserna fran den abstrakta algebran inte ar helt
okomplicerade, men jag har forsokt att forklara dem pa ett sa enkelt satt som maijligt, samt
behandla dem i en for uppsatsen logisk ordning.

Uppsatsen behandlar ocksa de tre klassiska problemen, namligen kubens férdubbling vinkelns
tredelning och cirkelns kvadratur. Dessa problem kanske kan tyckas falla utanfor uppsatsens
ram, men de ar anda intressanta ur bade ett historiskt och ett vidare matematiskt perspektiv.
Stravan efter att finna I6sningen pa de klassiska problemen kanske i sig kan forefalla en aning
banal, men tack vare matematikernas modor inom detta omrade har en rad nya matematiska
upptackter gjorts. Dessutom finns en intressant koppling mellan de klassiska problemen och
de regelbundna konstruerbara polygonerna. Antikens greker lar ndmligen borjat undersdka
vinkelns tredelning i hopp om att utifran en liksidig triangel konstruera en regelbunden
niohdrning.



2 Historiskt perspektiv — fran antiken till Gauss

2.1 Geometrins verktyg — passare och linjal

Historien om de geometriska verktygen borjar i antikens Grekland, ca 2 300 ar bakat i tiden.
Enligt litteraturen skall vid denna tiden en konflikt ha utbrutit mellan & ena sidan Platon och &
andra sidan Eudoxos och Archytas, vilka var medlemmar i Plad&agdemi Konflikten
uppstod da Eudoxos och Archytas inforde mekaniska metoder och fysikaliska tolkningar av
geometrin, vilket lar ha krankt Platon djupt. Det kan verka svart for oss att forsta varfor dessa
tolkningar av geometrin kunde utgéra grogrund till en djup konflikt, men man skall ha klart
for sig att det vid denna tid gjordes en strang distinktion mellan geometri och mekanik.

Platon var i grunden ingen matematiker, utan filosof, men hans stélining som ledare av
Akademin— ett viktigt matematiskt och astronomiskt forskningscentrum — gjorde att hans
asikter vagde tungt. Platon intresserade sig for matematikens objekt medan andra, som
Aristoteles och senare Euklides, dgnade sig mer at den vetenskapliga metoden. Konflikten
mellan Platon och hans tva larjungar anses sa smaningom ha mynnat ut i en sorts
kompromiss, dar man kom 6verens om att i fortsattningen endast godk&nna linjalen och
passaren som tillatna konstruktionshjalpmedel. Valet av dessa bada redskap kan anses
naturligt eftersom passaren och linjalen vid denna tid var allmant vedertagna hjalpmedel och
man kande redan till ett otal konstruktioner, vissa mycket avancerade, som gick att utféra med
hjalp av dessa. Manga lekte sakert ocksa med tankelattonstruktioner gick att utfora

med hjalp av dessa redskap.

2.2 De tre klassiska problemen
2.2.1 Kubens fordubbling ( DetDeliska probleme)

Problemet om kubens fordubbling lar for forsta gangen ha dykt upp pa Kreta. Dar harskade
under bronsaldern den mytiska kungen Minos och det berattas att han var missndjd med en
100 kubikfot stor kubformad gravsten som skapats till minne av hans son. Han ville att
gravstenens volym skulle fordubblas och beordrade darfor nagra matematiker att losa
problemet, vilket de dock ej klarade.

Problemet dok ater upp ca 400 f.Kr, da pesten harjade i Aten. For att bli kvitt epidemin
radfrdgade atenarna oraklet pa on Delos. Oraklet lat meddela att pesten var ett straff fran
gudarna, da dessa kant sig forolampade Over att det kubiska altaret i Apollos tempel var for
litet, och foéreslog darfor att atenarna skulle foérdubbla altaret. Trots stora anstréangningar
lyckades atenarna ej l[6sa problemet och pesten harjade vidare.

Problemet Iostes sedermera av flera matematiker, men i dessa losningar anvandes fler
hjalpmedel an de i antiken tillatna. Exempelvis sa gav Menechmaos (omkring 350 f.Kr.) en
konstruktion dar han anvande sig av kagelsnitt.



2.2.2 Cirkelns kvadratur

Problemet att till en given cirkel konstruera en lika stor kvadrat harstammar fran den
pythagoreiska areageometrin. Syftet med denna geometri var att transformera en given yta till
en lika stor kvadratisk yta. Hippokrates (omkring 450 f.Kr.) lyckades visserligen kvadrera
halvmanformiga figurer, men cirkelns kvadratur visade sig svarare och grekerna gick bet pa
att Iosa detta problem pa klassiskt vis. For att Overhuvudtaget finna en I6sning fick antikens
matematiker ta till, forutom passare och linjal, aven andra redskap, sgswimatrixer och
Archimedes spiral

2.2.3 Vinkelns tredelning

Detta problem harstammar formodligen fran forsoken att utifran en regelbunden triangel
konstruera en regelbunden niohdrning.

Euklides visar Elementalbok I, sats 9) hur man, med hjélp av endast passare och linjal, kan
dela en vinkel i tva lika delar. Att med enbart dessa hjalpmedel dela en vinkel i tre lika delar
visade sig dock svarare. Flera matematiker — bland dem Archimedes — lyckades sa
smaningom l6sa problemet, men precis som med de andra tva klassiska problemen var man
tvungen att "fuska”, d v s anvanda andra hjalpmedel an de i antiken vedertagna.

Pa liknande satt som man visar vilka regelbundna manghorningar som ar konstruerbara, kan
man visa varfor kubens fordubbling och vinkelns tredelning ar omdjliga att genomféra med
passare och linjal, men mer om detta i avsnitt 3.6. Cirkelns kvadratur &r ett langt svarare
problem, men lite om det nd&mns i avsnitt 3.6.

2.3 Euklides och hansElementa

Euklides var en grekisk matematiker som verkade i Alexandria under det 3:e arhundradet fore
Kristus. Hans mest beromda verkElementa(grek. Stoicheia som nast bibeln &r den mest
spridda skriften i véasterlandet. Verket, som ar indelat i 13 bocker, ar ett systematiskt
axiomatiskt-deduktivt studium av geometrins och aritmetikens grundvalar. | klartext innebar
detta attElementautgar fran givna definitioner och grundsatser och utifran dessa harleds
(bevisas) ytterligare satser.

Bok I-VI innehaller grundlaggande satser om plangeometrin. Dessa bocker ar darfor sarskilt
intressanta for denna uppsats. | bok | aterfinns ocksa de fyra kongruensfallen.

Bok VII-IX innehaller aritmetiska satser och bygger pa tidiga resultat av pythagoreerna.

Bok X behandlar s k inkommensurabla storheter och ar den enda av de 13 bdckerna som idag
anses foraldrad.

Bok XI-XIlIl behandlar bl.a. exakta volymberédkningar och regelbundna polyedrar (de
platonska kropparna



Varje bok inleds med ett antal definitioner, av vilka de som &r sarskilt intressanta for denna

uppsats ar foljande:

- Enpunkt ar nagot som ej kan deldks def. 1).

- Enlinje &r en langd utan bredd. def. 2).

- Enlinjes andar ar punktgi. def. 3).

- Enrat linje ar en linje som ligger jamnt mellan punkterna pa densaifinuzf. 4).

- Enplan vinkel &r lutningen mellan tva linjer i ett plan, som méts och inte ligger i samma
linje (I. def. 8).

- Nar en rat linje skar en annan rat linje och bildar narbelagna vinklar som éar lika
varandra, sa ar vardera vinkelrit, och den rata linjen som star pa den andra kallas en
normal till den pa vilken den stdt. def. 10).

- Encirkel ar en plan figur som bestar av en linje saddan att alla rata linjer som faller pa
den utgaende fran en punkt inuti figuren ar lika med varaiidmef. 15)

- Denna punkt kallas cirkelrentrum(l. def. 16).

- Endiameterav en cirkel ar en rat linje som dras genom cirkelns centrum och som i bada
riktningarna upphor pa cirkelns periferi, och sadan att den delar cirkeln i tva lika delar
(I. def. 17).

- Av fyrhorningar, sa akvadratenden som bade ar liksidig och ratvinkligektangelnar
ratvinklig men gj liksidigRombenar liksidig men ej ratvinklig. Emparallellogram ar
sadan att motstaende sidor och vinklar lika stora, men den ar varken likvinklig eller
liksidig (I. def. 22).

- En rétlinjig figur sags varanskriven i en cirkelom varje vinkel i denna figur ligger pa
cirkelns periferi(IV. def. 3).

| bok | aterfinnsElementasggrundsatser. Dessa indelas i postulat och allmanna grundsatser.
Postulaten ar foljande:

En rat linje kan dras fran en punkt till en annan.

En rat linje kan forlangas godtyckligt till en langre rat linje.

Kring varje punkt kan beskrivas en cirkel med godtyckligt vald radie.

Alla rata vinklar ar lika med varandra.

Om en réat linje skar tva rata linjer och bildar inre vinklar pa samma sida, vars summa ar
mindre an tva rata vinklar, s& kommer de tva rata linjerna, om de utdras obegransat att
skara varandra pa den sidan dar de tva inre vinklarna ligger.

arwnE

De allmédnna grundsatserna ar féljande:

Ting som &r lika med ett och samma &r ocksa lika med varandra.
Om lika adderas till lika, ar det hela ocksa lika.

Om lika subtraheras fran lika, ar differensen lika.

Ting som &r identiska med varandra, ar ocksa lika med varandra.
Det hela &ar storre an delen.

arwnE

Postulat 1-3 kan sadgas sammanfatta egenskaperna hos de bagge konstruktionsredskapen
passare och linjal (dessa redskap brukar ocksa kilasiklidiska redskapenMed hjalp av
konstruktionsredskapen kan namligen dessa postulat konkretiseras till foljande steg, utifran
vilka de euklidiska konstruktionerna kan utforas:

1. Linjalen kan placeras intill varje godtycklig punkt.
2. Linjalen kan anlaggas intill en andra punkt.



3. Om man fixerar linjalen vid en eller tva givna punkter, kan man alltid dra en rét linje
utefter densamma.

4. Ena benet av passaren kan fixeras i en punkt eller pa en rét linje.

5. Man kan fixera ena passarspetsen i en punkt eller pa en linje och placera den andra i en
annan given punkt eller pa en annan réat linje.

6. Man kan rita upp en cirkel eller en del darav sa snart passaren &r installd.

| Euklides geometri far man aldrig ga utanfor ramen av dessa steg nar en konstruktion utfors.
Man ska ocksa notera att gradering av linjalen varken ar tillaten eller nodvandig nar man utfor
konstruktioner enligt stegen ovan.

Ser man krasst pa Euklides geometri s& kan strackan och cirkeln endast konstrueras i tanken,
ty postulat 1-3 garanterar blakistenserav dessa begrepp. Genom att anvanda passare och
linjal aterfor dock Euklides alla existenser pa postulat 1-3. Hadanefter kom matematikerna att
soka efter losningar pa de tre klassiska problemen framst med hjalp av de euklidiska
redskapen.

Postulat 5 (brukar kallaparallellpostulate} ar sarskilt intressant — inte minst for att det
vallade huvudbry at matematikerna i mer an tva artusenden. Frdgan som man stallde sig var
huruvida denna utsaga kan bevisas utifran ovriga grundsatser i Elementa eller ej. Det finns en
tydlig stravan hos Euklides att finna en geometri som klarar sig utan parallellpostulatet. Detta
marks tydligt i bok | dar han — trots att det hade forenklat flera av bevisen i de tidigare
satserna — anvander sig av det forst i sats 27.

Omkring 1830 visades att parallellpostulatet & oberoende av de dvriga postulaten och
allméanna grundsatserna i Elementa, och darmed omoijligt att bevisa utifran dessa. Beviset ar
ett resultat av att man vid denna tid bérjade konstruera icke-euklidiska geometrier, vilka likt
Euklides egen ar motsagelsefria, men sadana att parallellpostulatet maste ersattas med andra
postulat.

2.3.1 Euklides konstruktion av en liksidig triangel

Att pa en given rat linje konstruera en liksidig triangéBok |, sats 1)

Lat AB vara den givna rata linjen.Pa denna skall konstrueras en liksidig triangel.

Med medelpunkt A konstrueras cirkelBCD. [Post. 3]

Med medelpunkt B konstrueras cirkelACE [Post. 3]
Cirklarna skér varandrad. Dra de réta linjern€A resp.CB. [Post. 1]
EftersomA ar centrum i cirkell€CDB s& arAC lika medAB. [I. Def. 15]
Likasa, eftersonB ar centrum i cirkellCAE sa arBC lika medBA. [I. Def. 15]
Alltsa ar de rata linjern&€A ochCB lika medAB, och ting som ar lika med ett och samma ar
ocksa lika med varandra. [Gr. 1]

Darfor a&rCA ,CB ochAB lika med varandra.
Alltsa ar triangelmABC liksidig och den har konstruerats pa den rata lid\Bn




2.3.2 Euklides konstruktion av en kvadrat

Att i en given cirkel inskriva en kvadrafBok IV, sats 6)

Lat ABCDvara den givna cirkeln. | denna skall inskrivas en kvadrat.

Dra tva diametrarAC ochBD, som skar varandra under rata vinklar. SammanBiBdBC,
CD ochDA.

BE ar lika medED, ty E & medelpunkt i cirkeln, odBA &r gemensam samt bildar rata vinklar
medBD. Darfor arAB lika medAD. [I. 4]

Av samma anledning &C ochCD lika medAB respektiveAD, och darmed ar fyrhérningen
ABCD liksidig.

Nedan visas att den ocksa ar ratvinklig.

EftersomBD ar diameter till cirkelPABCD, sa aBAD en halvcirkel. Darmed ar vinkeBAD
rat. [l1. 31]

Av samma anledning ar var och en av vinklaA®C, BCD och CDA ocksa rata och darmed
ar fyrhorningerABCD ratvinklig.

Alltsé ar fyrhorningerABCD en kvadrat. [I. Def 22]

C
Kommentar:
Sats [I. 4] brukar kallakongruensfalll. Detta kongruensfall sager dtta trianglar ar
kongruenta om tva sidor och mellanliggande vinkel i den ena triangeln &ar lika med
motsvarande element i den andra triangeln.
Sats [lll. 31] sager a#&n randvinkel pa en halvcirkelbage alltid ar rat.

2.3.3 Euklides konstruktion av en regelbunden femhdorning

For att kunna konstruera en regelbunden femhérning visar Euklides forst foljande sats:

Att konstruera en likbent triangel, sadan att var och en av basvinklarna ar dubbelt s& stor
som den aterstaende vinke(Bok IV, sats 10)



Lat AB vara en given réat linje och I&t vara en punkt pAB, sadan att RekAB, BC = Kvad.

CA [1. 2]
Konstruera en cirkeBDE med centrum A och radieAB, sa atBD ar lika medAC. [IV. 1]
SammanbindD ochDC och omskriv cirkelPACD runt triangelmPACD. [IV. 5]

Eftersom RektAB, BC ar lika med KvadAC ochAC ar lika medBD, sa &ar RektAB, BC lika
med Kvad BD.

Eftersom punkte ligger utanfor cirkellPACD och eftersom linjeD faller pa cirkelnACD,
medan linjerBA skar cirkelnACD, samt eftersom dessutom RekB, BC ar lika med Kvad.

BD, sa tangeraBD cirkeln ACD. [I1I. 37]
EftersomBD &r korda och tangerar cirkeffCD sa &r vinkelBDC lika med vinkelnrDAC.
[l11. 32]

Da vinkelnBDC ar lika med vinkelrDAC, sa ar vinkelBDA lika med vinklarnaCDA och
DACtillsammans.

Men vinkeInBCD é&r lika med summan av vinklari@DA och DAC [lll. 32], varfor vinkeln
BDA ocksa ar lika med vinkelBCD.

Men vinkeln BDA ar lika med vinkelnCBD, ty AD ar lika medAB [lll. 5] och darfor ar
vinkeln DBA lika med vinkelnBCD.

Darfor ar de tre vinklarnBDA, DBAochBCD lika med varandra.

Eftersom dessutom vinkelRBC ar lika med vinkelnBCD, sa ar linjenBD lika med linjen

DC. [l. 6]
Men BD é&r lika medCA, varfor CA ocksa ar lika medD vilket medfor att vinkelnCDA
ocksa ar lika med vinkelPAC. [I. 5]

Darfor ar vinklarnaCDA ochDAC tillsammans dubbelt s& stora som vinkeixC.

Men vinkelnBCD ér lika med summan av vinklar@DA och DAC, varfor vinkelnBCD éar
dubbelt sa stor som vinke®AD.

Dessutom ar vinkelBCD lika med vardera vinklarnBDA och DBA, vilket medfor att var
och en av vinklarnBDA ochDBA &r dubbelt sa stor som vinkeDAB.

Darmed har den likbenta triangeiBD konstruerats sa att var och en av basvinklarna ar
dubbelt sa stor som den aterstaende vinkeln.

Kommentar:

Det vore alltfér omfattande att visa alla de satser som beviset bygger pa. Vi néjer oss darfor
med att definiera nagra av dem.

Sats [I. 5] brukar kallabasvinkelsatserDen sager atten likbent triangel ar vinklarna vid
basen lika och likasa vinklarna mellan basen och benens forlangningar.

Sats [lll. 5] sager atwa cirklar som skar varandra inte har samma medelpunkt.

Sats [lll. 37] a omvandningen av kordasatsen.



Nu over till konstruktionen av den regelbundna femhdorningen:
Att i en given cirkel inskriva en regelbunden femhorn{Bgk 1V, sats 11)

Lat ABCDEvar den givna cirkeln. | denna skall inskrivas en regelbunden femhorning.
Konstruera en likbent triang&IGH med vinklarna vidG ochH dubbelt s& stora som vinkeln
vid F. [IV. 10]

Inskriv i cirkeln ABCDEen triangelACD som ar likvinklig med triangel®fGH sa att vinkeln
CAD ér lika med vinkeln vid=, och vinklarnaACD resp.CDA ar lika med vinklarna vids

resp.H. [IV. 2]
Darmed ar ocksa var och en av vinklaA@D ochCDA dubbelt s& stor som vinke@®AD.
Dra nu bisektrisern&€E ochDB till vinklarna ACD resp.CDA... [1. 9]

Sammanbind sedakB, BC, DE ochEA.

Eftersom vardera vinkelACD och CDA &r dubbelt s& stor som vinke®AD, och eftersom
CE ochDB ar bisektriser till vinklarn®CD ochCDA, sa ar vinklarndAC, ACE ECD, CDB
ochBDA lika.

Men lika randvinklar star pa lika bagar [lll. 26], och darmed &r bagaBy&8C, CD, DE och
EAlika.

Men lika bagar star mot lika kordor [Ill. 29], och darmed &r de de rata linfeBn&C, CD,
DE ochEA lika.

Darfor ar femhorningeABCDE liksidig.

Nedan visas att den ocksa ar likvinklig.

Eftersom cirkelbage®B ar lika med cirkelbage®E, sa ar cirkelbage@BCD lika med
cirkelbagerEDCB, ty bagerBCD ar gemensam for dessa.

Vinkeln AED star pa cirkelbageABCD och vinkelnBAE star pa cirkelbage&DCB, och
darmed ar vinkelBAE lika med vinkelnAED. [11. 27]

Av samma skal ar vardera vinkeABC, BCD och CDE lika med vardera vinkelBAE och
AED.

Darfor ar femhdrningeABCDE ocksa likvinklig.




Kommentar:
Sats [I. 9] sager att en vinkel kan delas mitt itu.

2.3.4 Euklides konstruktion av en regelbunden sexhdrning
Att i en given cirkel inskriva en regelbunden sexhdrniBgk 1V, sats 15)

Lat ABCDEFvara den givna cirkeln. | denna skall inskrivas en regelbunden sexhorning.
Dra diameterAD och konstruera en cirkBlGCH med centrum D och med radi®G, darG
ar centrum i cirkelABCDEF

Drag diametrarn& GC ochBGE och sammanbindB, BC, CD, DE, EF ochFA.

EftersomG ar centrum i cirkelABCDEF, sa aiGE lika medGD.

Likasa, eftersond ar centrum i cirkellGCH, sa aDE lika medDG.

Darmed &IGE ochED lika och darfor ar triangelBGD likksidig.

Detta medfor att vinklarnBGD, GDE ochDEG éar lika, ty i likbenta trianglar &r basvinklarna
lika [I. 5] och de tre vinklarna &r lika med tva rata [l. 32], och darmed éar vilk@ en
tredjedel av tva rata vinklar.

P& motsvarande satt kan visas att vinkaBC ar en tredjedel av tva rata vinklar.

Eftersom den rata linje@G star paEB, sa ar de narliggande vinklarB45C och CGB lika
med tva rata.

Darfor ar den aterstaende vink€lGB ocksa en tredjedel av tva rata vinklar.

Alltsa ar vinklarnaEGD, DGC och CGB lika, vilket medfor att deras vertikalvinkld&GA
AGFochFGE ar lika [I. 15]
Darmed &r vinklarn&GD, DGC, CGB, BGA AGF ochFGE lika.

Men lika randvinklar star pa lika cirkelbagar [lll. 26] och darfor ar bagABa8BC, CD, DE,
EF ochFA lika.

Lika bagar star mot lika kordor [Ill. 26] och darfor &r de sex rata linjerna lika.

Darmed ar sexhorningekBCDEFliksidig.

Nedan visas att den ocksa ar likvinklig.

Eftersom bageirA ar lika med bagekD, sa ar bageRABCD lika med bagerEDCBA ty
bagenABCD ar gemensam for bada.

Vinkeln FED star pa bageRABCD och vinkelnAFE star pa bageEDCBA och darfor &r
dessa bada vinklar lika [Il. 27]

P& motsvarande satt kan man visa att de aterstdende vinklarna i sexhoaiiadRBF ocksa
ar lika med vinkellAFE resp.FED.

Darfor ar sexhdrningeABCDEFocksa likvinklig.

10



Kommentar:

Sats [I. 32] sager aitvarje triangel ar en yttervinkel lika med summan av de bada inre
motstdende vinklarna samt darjamte triangelns vinklar tillsammans med tva rata.
Matematikerna insag tidigt att denna sats ar ekvivalentpasallellpostulatet

2.3.5 Euklides konstruktion av en regelbunden femtonhdérning
Att i en given cirkel inskriva en regelbunden femtonhérn(iBgk 1V, sats 16)

Lat ABCDvara den givna cirkeln. | denna skall inskrivas en regelbunden femtonhorning.

Lat AC och AB vara sidor i en regelbunden triangel resp. femhorning som &r inskrivna i
cirkeln.

Av de femton lika segmenten i femtonhdrningen kommer darfor fem ligga pa cirkelbagen
ABC, ty denna utgor en tredjedel av cirkeln.

Vidare kommer det att ligga tre segment pa cirkelbdy@nty denna utgér en femtedel av
cirkeln.

Darmed kommer det att ligga tva segment pa den aterstdende cirkeli§@gen

DelaBC i tva lika delar [Ill. 30] och kalla mittpunkte.

Da ar var och en av cirkelbagamdk ochEC lika med en femtondel av cirkBCD.

Om man nu sammanbindBE ochEC och avsatter rata linjer, lika langa som dessa, runt om i
cirkeln, sa fas en regelbunden femtonhdrning inskriven i cikBIGD.

11



2.4 Gauss och den regelbundna 17-hérningen

Sedan antiken kéande man alltsa till att foljande konstruktioner av regelbundna manghorningar
gar att utféra med passare och (ograderad) linjal:

1. Denregelbundna triangeln, kvadraten, femhdrningen, sexhdrningen och femtonhérningen.
2. De regelbundna manghdorningar som fas da man ett godtyckligt antal ganger fordubblar
sidoantalet hos de ovanstaende manghorningarna (t ex 8-, 12-, 20-, och 30-hdrningen).

Efter detta stod utvecklingen inom omradet still under €8@ ar, ills Carl Friedrich Gauss
vid 18 ars alder lyckades konstruera en regelbunden 17-horning, samt bevisa vilka
regelbundna manghorningar som déverhuvudtaget ar konstruerbara.

Carl Friedrich Gauss foddes i Braunschweig i Tyskland den 30 april 1777. Tidigt upptacktes
Gauss” matematiska begavning. En valkand handelse ar fran en matematiklektion da Gauss
var 10 ar; lararen uppmanade da eleverna att summera de hela talen fran 1 till och med 100.
Gauss lamnade efter en mycket kort betanketid fram sin griffeltavla pa lararens kateder,
altmedan de 6vriga eleverna slet med sina algoritmer. P& tavlan stod det ratta svaret, 5050.
Gauss forklarade att han grupperat 50 sifferpar (1 och 100, 2 och 99 o s v), vikkas summa alla
ar 101 och sedan multiplicerat 101 med 50. Gauss kande vid denna tid inte till formeln for den
aritmetiska summan, utan detta ar ett typexempel pa hans fantastiska matematiska intuition.

Redan vid 15 ars alder borjade Gauss fundera over den euklidiska geometrins grundvalar.
1795 borjade Gauss pa universitetet i Gottingen och de kommande aren kom att bli hans mest
produktiva. 1796 visade han, som ovan ndmnts, hur man med passare och linjal konstruerar en
regelbunden 17-hdrning. Upptéckten var inte bara en fantastisk matematisk prestation, utan
den kan ocksa ha spelat en annan avgorande roll; en nara van till Gauss sade namligen i sin
minnesskrift att Gauss blev fullstandigt saker i valet av studieriktning forst sedan han lost
detta matematiska problem. Till saken hor att Gauss aven hade stora spraktalanger och
eftersom humanister vid denna tiden hade battre ekonomiska framtidsutsikter &n naturvetare,
sa torde valet inte varit helt sjalvklart.

2.4.1 Gauss  bevis av 17-hdrningens konstruerbarhet

Ett nddvandigt redskap for att Gauss skulle kunna bevisa att det var mojligt att konstruera en
regelbunden 17-hdrning var de komplexa talen, vilka vid denna tid bdrjade bli alltmer
accepterade av matematikerna. Gauss utvecklade det komplexa talplanet, som ocksa brukar
kallas det Gausska talplanet. | detta talplary-axeln fran det vanliga koordinatsystemet
ersatt med deimaginara axeln. Ett komplext tat = a + bi avséatts i det Gausska talplanet

som en punkt, daa ochb ar koordinater pa reella respektive imaginara axeln. Eftersom varje
reellt tal ar ett komplext tal med imaginardelen 0 sa &r de komplexa talen en utvidgning av de
reella.

Gauss studerade den binomiska ekvatianés 1 = 0. Han ins&g sambandet mellan det
geometriska problemet att dela en cirkel i 17 lika delar och det algebraiska problemet att hitta
en konstruerbar rot till denna ekvation. Han plockade bort den trivialamgteh genom att
dividera ekvationen med- 1. Han fick da ekvationen

12



=r®+r®+. . .+ +1=0.

(1)

Rotterna till denna ekvation ar i det komplexa talplanet representerade som hérn i en
regelbunden 17-hérning som ar inskriven i enhetscirkelnyrgdar 1 utgor det 17:e hornet.
Dessa rotter kan skrivas

N, = co%@ﬂ siréz%-[g k=12,...16.

Studera nu Fermats lilla sats. Denna sager:

Om p &r ett primtal och a &r ett heltal som inte ar delbart med p sa galler kongruensen
a® =1 (mod p).

Omp — 1 &r den lagsta exponenten som for ett givet heltalpfyller denna kongruens sa
sagesa vara en primitiv rot modulp. Den grundléaggande idén for att visa att en 17-hérning
ar konstruerbar ar att finna en primitiv rot modulo 17 och sedan ordna rotterri itiétr{
bestamd cyklisk ordning.

Vi konstaterar att 3 &r en primitiv rot modulo 17 ty

3'=3(mod 17) 3=9 (mod 17) 8=10 (mod 17)

3*=13 (mod 17) 3=5 (mod 17) 8=15 (mod 17)

3'=11 (mod 17) 8= 16 (mod 17) 8= 14 (mod 17)

3%=8 (mod 17) 3'=7 (mod 17) ¥ =4 (mod 17)

3¥=12 (mod 17) =2 (mod 17) ¥ =6 (mod 17)
¥=1 (mod 17).

Vi doper nu rotterna till (1) efter resterna ovan och skriver dem i féljande ordning:

3,19, I'o, 13, I's, 15, 11, F16, 14, '8, 7, F4, F12, 2, I'6, I'1

Nu séatts dessa samman till summor av 2, 4 resp. 8 rotter pa foljande satt; tag forst varannan
rot med bdrjan fg och gér en summa av dessa.

Xt =Tg+Tlz+lis+trietrgtra+rao+n
Sedan tas varannan rot med boérjandach en summa gors av dessa.
Xp=T3+lo+trs+rg+ria+r7+rp+re

Nu utgar man frdn; ochx, och formar pad motsvarande satt som ovan 4 perioder med 4
termer i vardera.

Yi=liz+lrigtrg+r;

Yo =rlg+TI15+rg+TI>
Y3=rpp+ria+ry+rg
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Ya=T3+TI5+Tl14+T12
Nu utgar man fram, Y, y3 ochy, och formar pa motsvarande satt som innan 8 perioder med
2 termer i vardera.

Z1 =g+l =ri3+r,
Z3=TI15+10> Zy=Ig+*Trg
Z5=T11%T1g Zs=Tl0*1I7
Z; =I5 +TI2 Zg=1I3+TI14
Eftersom
r = co%kngﬂ sir%kng
ko 17 17
och
17- k) 17- k kit
Ma7-k) = QH sin Q cos Q i si 17 Q
sa ar

m
Z =I,+r,=2co 17@.

P& samma satt ar

22:200%%@ 23:2001%%@,;:2 C(%l%-[g,g:Z 0%1277”@ =2 6%14771@
Ort T
27:200%§ OCh%ZZCO%Q.

Man ser att
D>R>LR3>0>7>75> 12> Ly,
Y1>Ys4>Y>>Yyz0ch

X1 > Xo.

Vivet att z + 2 = y1. Vi har ocksé& [z, = ya, ty

2, [, = 4co%&§mco%&§ 2 cd%if?@ +2 C@Q— [+ [,+ LT, =

Darmed ar; ochz rotter till ekvationer? —y1z+ Yy, = 0. Eftersonz; >z, sa ar

- (f-%).

Vivet atty; +y, =x. Vi har ocksdyily, = -1, ty
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vy, =(z+2)( 2+ 9=

= 4co%ziTQDco§£T§+4 CO%TQD c%ﬂ@+4 c%ﬂgm %‘%Q+4 %QD %%67%@:
17 17 17 17 7 1
= 200$Q+ 2 co?@+ 2 00$T§+ 2 c%ﬁ@+ 200§£T§+ 2 cogi@+ 2 C($T§+ 2 c%
17 17 17 17 17 17 17 7
= r3 + r.14 +r16+r l+r 9+r 8+r 10+r 7‘“’ ll-r S-F 1§F if- g- 19- fit; 4: _l

Den sista likheten fas ur (1), eftersom summan av rétterna till (1) ar lika med koefficienten for
r'” med ombytt tecken.

Darmed &ry, ochys rotter till ekvationery? —x;y — 1 = 0. Eftersony, >y, S& ar

%y +4)

1= 2 .
Pa liknande satt kan man visa att
= X, +1/(x§ +4)
4 - .
2

Vi har slutligen attx; + x; = -1, ty summan ax; ochx; ar lika med summan av alla rétterna.

P& motsvarande satt som man visadgaf, = -1, kan man visa at [x, = -4. Detta medfor
attx; ochx, ar rotter till ekvationem?® + x — 4 = 0.

Eftersomx; > X, S ar
~1+4/17 -1-417
== ochx, = 5

Om vi nu satter in dessa uttryck i formlernaygresp.y, och sedan sétter in de nya uttryck vi
nu far i formeln férz; sa far vi

zZ = 200%@2

0 0
~1+417  [B-1+4270 14417 144170 §4D1—V17 E—l—\/l7g+4m
+.,/10 O+ + |1 0+ 4 0o o 2 0
2 0O 2 O 0O 2 0o 2 o0 B g O 0 §
+ |0 0-
2 0 2 0 2

Detta ar ett uttryck som bara bestar av rationella uttryck och kvadratrotter. Senare (avsnitt 3.2)
kommer att visas att det ar just detta som gor det mdjligt att konstruera detta uttryck med hjalp
av passare och (ograderad) linjal.

15



2.4.2 Att konstruera en regelbunden 17-hérning

Det finns flera olika satt att konstruera en regelbunden 17-hérning. Nedan beskrivs den metod
som finns i Felix Kleins bokamous problems of elementary geometry

Studera forst uttrycket 2cosgd7) =.......... pa foregdende denna sida.
Dar ar
14417 ~1-V17 x +4/( +4)
=T =T hETT

i “(X;+4) och 21:200%%@: L “(y2f—4y4) .

Yo =5

Innan vi gar vidare maste forst forklaras hur man pa ett enkelt satt kan konstruera rotterna till
en andragradsekvation. Antagatbchx, ar tva reella rétter till en andragradsekvation

X2 —px+q=0.

Lat c vara en cirkel som beskrivs av ekvationen

X+ y—1F=1< x+y(y—2) =0.
Drag den rata linjey = 2. Vi kallar hadanefter denna linje fiir Punkten (0,2) kommer att
kallasA och origo beteckna®. PaL avsatts, med utgangspunkd,ien stracka at hoger med
langden 43. Pax-axeln avsatts, med utgangspunkd,ien stracka at hoger med langdgm
Sedan dras en réat linje som gar genomothg/p. Denna linje skac i tva punkter. Slutligen
dras med utgangspunkAien rat linje genom vardera av dessa skarningspunkter. Dessa bada
rata linjer skax-axeln ix; resp.x,, vilkka ar de sotkta rotterna. Beviset for att denna metod
stammer ar féljande:

Linje 1 har ekvationen
22X +x(y—2) =0,

och linje 2 har ekvationen
2X+X(y—2)=0.

Om vi multiplicerar vansterleden i dessa bada ekvationer med varandra sa far vi ekvationen

X2 +X1+szx(y—2)+%(y—2)2 =0

Om vi subtraherar cirkelns ekvation frAn denna ekvation, sa far vi

A y=2)+ 2y - fy-2)= 0
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Detta ar ekvationen for ett kagelsnitt som passerar genom cirkelns skarningspunkter med linje
1 och 2. Om vi dividerar bort faktogn— 2, sa far vi

% L XX
2 4

(y-2) -y=o0
vilket &ar ekvationen for linje 3. Om vi nu satter+ X, = p ochx; [k, = ¢, sa far vi

gx+%(y—2)—y= 0,

Om vi sattery = 2 i denna ekvation s far vi att 4/ och om vi sattey = 0 sa far vi
x = g/p. Darmed ar konstruktionens riktighet bevisad.

4/p

(€] q/p x1 X2

Nu till sjalva konstruktionen av 17-hdrningen. Vi borjar med att konstrygrach x, ur
ekvationen

X +Xx—4=0

genom att anvanda den ovan beskrivna tekniken; forst avgattsvs —4, pd samtg/p,

d v s 4, p&-axeln. Sedan dras en rét linje som gar genom —4 och 4. Denna linje skar c i tva
punkter. Vi drar nu med utgangspunkt A en rat linje genom vardera av dessa
skarningspunkter. Dessa bada linjer skaxeln ix; resp.x,, vilka ar de sokta rétterna.

4/x1

X2 @) “x1 +4
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Nu skally; konstrueras ur ekvationen

YV —-xy—1=0.

Drag en réat linje som gar gendinoch skarningspunkten mellan linjdx;, ochc. Denna skar
L i 4/xy, vilket inses pa foljande satt:

Linjen Ax; har ekvationen

y=—X+2
X

Vi kombinerar denna ekvation mems ekvation och far att koordinaten for skarningspunkten
ar

O4x, 2x O
2 ! 2 D
X +4° X +40

Linjen genonO och denna punkt far darfor ekvationen

2%
y_4X1X_ 2x.

Satty = 2 och man fax = 4k,.
Drag en rat linje som gar genom (-4,2) och (1,0). Denna linje \skéeln i (0,2/5). Drag
ocksa en rat linje som gar genomy4dch (0,2/5). Vi kallar denna linje fovl. M skarx-axeln

i —1/x3, vilket inses pa foljande satt:

M:s ekvation ar

Satty = 0 och vi far

Denna sokta rotey, (positiva) fas nu genom att dra en rat linje som gar gedaoh den
Ovre skarningspunkten mell&h ochc. Denna nya linje skaeaxeln iy; (se bild nedan).

O O

UIxT

-1/x1 O +1 yl 18



Vi konstruerary; pd motsvarande sétt sgm Konstruktionen visas i bilden nedan.

-1/x2
X2 O vy4 +1

Det aterstar nu att konstruegaur ekvationen
Z —y1z+y,=0.

For att fa 4y, gor vi som tidigare; vi drar en réat linje som gar ger@mch skarningspunkten
mellan linjenAy; ochc. Denna skak i 4/y;.

Drag nu en rat linje som gar genom (4,2) gghDrag sedan en rét linje som gar genow 4/
och den forra linjens skarningspunkt medxeln. Vi kallar denna nya linjen f&. R skarx-
axeln iyslys, vilket inses pa foljande satt:

Linjen genom (4,2) ocky har ekvationen

Ya— 4y + X =2,

Sattx =0 och vi far

Linjens skarningspunkt med-axeln har alltsa koordinaterna

2y,
Yo~ 4

g
[

Den rata linjen genom denna punkt och punktey ,(2) har ekvationen
2y1X + (Ya— 4Y =2ya.
Satty = 0 och vi fax = yaly;.

Drag nu en rat linje som gar gendnoch skarningspunkten mellarochR. Denna linje skar
x-axeln i
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z = 200%@.

Vi vill nu ha cos(2717) och delar darfor strackadz pa mitten. Drag sedan en réat linje,
parallell medy-axeln, genom denna mittpunkt. Denna nya linje, vars avstand till cirkelns
medelpunkt (0, 1) ar cos(®l7), skarc i tva punkter. Dessa bada punkter bildar tillsammans
med punkten (1, 1) tre pa varandra foliande horn i en regelbunden 17-hdrning. (se bild
nedan). Genom att sammanbinda dessa hdrn med rata linjer fas tva sidor i den regelbundna
17-horningen. Ovriga sidor fas genom att avsatta strackor med denna langd runt om i cirkeln.
Konstruktionen ar darmed klar.

\ 4ly1 +4
R

4ly1

y4 p1/2 z1yl

+4

X2 y4 +1 x1 z1yl +4

Konstruktionen i sin helhet.

Som intressant kuriosa kan ndmnas att J. F. Richelot genomférde konstruktionen av 257-
horningen pa 194 trycksidor medan Professor Hermes agnade 10 ar av sitt liv at 65 537—
horningen. Hans konstruktion finns samlad i en kista pa universitetet i Géttingen, men det ar
osannolikt att ndgon nagonsin orkat lasa den.
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Som tidigare namnts sa visade Gauss vilka regelbundna manghoérningar som generellt kan
konstrueras med passare och linjal. Detta behandlar han i sitt storstdDiggpkisitiones
Aritmeticae (aritmetiska undersdkningar). | denna uppsats (avsnitt 3) kommer dock detta
problem att behandlas pa ett lite mer lattoverskadligt satt, namligen med hjalp av abstrakt
algebra.
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3 Konstruerbara manghorningar — det generella fallet

3.1 Konstruerbara tal

Utgaende fran en enhetsstracka 1 kallas ett reellt positatk@hstruerbart, om det ar mojligt

att med passare och ograderad linjal i ett andligt antal steg konstruera en stracka med langden
a. Vi gor ocksa konventionen atta-ér konstruerbart ora ar konstruerbart.

Om a ochb ar konstruerbara sa ar ocksadiy b, (i) a - b, (i) ab, (iv) a/b och (v) Va
kontruerbara enligt:

i)y >

(iii)
a/lx=1b0O x=alb

\
T a 1
(iv) \ 1/x=blad x=alb
1 b
Z |X X
\_

(v)
1/x=xal x=vVa
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3.2 Nagra viktiga begrepp fran den abstrakta algebran

Den abstrakta algebran vaxte fram under 1800-talet. Dess innehall ar mer avancerat &an den
"vanliga” algebrans och i detta avsnitt beskrivs ett antal begrepp som &r viktiga for att man
ska kunna forsta vilka regelbundna manghorningar som kan konstrueras.

En grupp (G,0) ar en icke tom mang® med en kompositionsregél pa G sa att foljande

uppfylls:
i. 0ar associativ d v s for varge b ochc i G galler: @[b) [t = al{b[t).

ii. Ginnehaller ett neutralt elemeatl v sale=e[a=afor allaai G.
iii. Varje ai G har en invers* sdan atala* =a'a=e.

Om dessutomalb = b(a for allaa ochb i G sa kallas gruppeabelsk

En kropp K ar en icke tom mangd med tva kompositionsregler betecknade addition (+) och
multiplikation ()) dar dessutom foljande géaller:

(K,+) och K\ O} ,[) & abelska grupper och multiplikation ar distributiv dver addition d v s

allb +c) =alb + aldoch @+ b)[d =ald + biddara, b ochc tillhdr K.

Q (méangden av rationella tal) utgér en kropp,®y«) och Q,\{ 0} ,)Jar abelska grupper och
multiplikation ar distributiv dver addition @. Vi betraktar nu denna kropp och infor ett
koordinatsystem. Varje rationellt tal kan konstrueras (enligt tidigare) och darmed kan varje
punkt med rationella koordinater konstrueras. Med passare och linjal &r det nu mojligt att
utfora ytterligare konstruktioner:

1. Skarningspunkten mellan en rét linje, bestamd av tva punkferdch en cirkel, vars
medelpunkt har rationella koordinater och vars radie ar ett rationellt tal.

2. Skarningspunkten mellan tva cirklar vars medelpunkter har rationella koordinater och vars
radier ar ett rationella tal.

Genom att utfora nagon av konstruktionerna 1. el 2., sa far vi en skarningspunkt vars
koordinater antingen ar rationella tal eller tal som innehaller kvadratrétter av ickekvadratiska
rationella tal (vi betecknar en sadan kvadratrot feyl Om det senare ar fallet sa har vi fatt

en ny mangd konstruerbara tal. Denna mangd betecknas

Ki=Q(ay) = {x+wailx yOQ}.
Efter en del rékning visas & ar en kropp, tyKi,+) och Ky ,\{ 0} ,Jar abelska grupper och
multiplikation ar distributiv Over additionK;. Vi sager atQ utvidgats tillK; genom att tillQ
adjungerava;. Man sager at; ar enéverkropptill Q och attQ ar enunderkropptill K.

Pa samma satt kan vi utfora en ny konstruktion enligt 1. eller 2. och eventuellt erhdlla en ny
kroppKi(Vay) =K, 0 s v anda tillK, = Kn.1(Vay).

Slutsatsen blir att kroppéfav konstruerbara tal erhalls Qrgenom upprepad adjungering av
positiva kvadratrotter. Detta kan formuleras pa foljande satt:

Omay, ay,...., &, ar positiva tal ocl®), K, K, ..., K, &r en foljd av kroppar sadana att
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Ki = Q(ay), ...., Kn =Kna(Vay) dara O K; ochVa O K s& kan varje tal K, konstrueras
utgaende fran grundkroppén

Lat nuK vara en kropp och a ett element i en éverkroptillat ko, ki,...,k, vara element i
K. D& kallasa algebraisktoverK om 0 kan skrivas som ett polynom

ko +kja+kad® + ...... +k,a",

dar minst en koefficient ar skild fran 0. Exempelvis/2ralgebraiskt ove® ty v2 ar
nollstalle till X* — 2.

Om a ar algebraiskt 6veK sa kallas ett polynom med minimal gradX 1) och meda som
nollstalle, for ettminimalpolynonfor a overK. Exempelvis &X - v2 minimalpolynom fon2
dverR (= mangden reella tal) mef — 2 &r minimalpolynom fov2 éverQ. Man kan visa att
minimalpolynomet form 6verK ar entydigt bestamt sa nar som pa en konstant fakoiOm
minimalpolynomet fora 6verK har grach sa sager man atér algebraiskt av graa overK.
Minimalpolynomet ar alltidirreducibelt d v s det kan inte skrivas som en produkt av tva
polynom som bada har lagre grad an polynomet sjalvt.

Varje utvidgningF av K kan betraktas som etektorrum éver K. Elementen iF kallas
vektorer medan elementeiKikallas skalarer. Vektorerrma, e,...... , €, sages utgora dmas

for F om varje vektof i F kan skrivas pa ett och endast ett satt som en linjarkombination av
ST , &, d v s ont entydigt kan skrivas

f =auer +ae + ..... +an6n.

Exempelvis &r 1 ock2 en bas f6Q(V2) ty alla element i denna kropp kan pa ett och endast

ett satt skrivasall + b2. Vi sager attQ(vV2) har dimensionen2 (dimension = antalet

basvektorer). Allmént géller att omar algebraiskt av grad éverK, s& &r 1a, ....,a™" en

bas forK(a) betraktat som vektorrum 6vir
Dimensionen foF overK betecknasH:K]. Exempelvis arQ(v2):Q] = 2.
Foljande sats visar sig vara betydelsefull i fortsattningen:

Om F ar en andlig utvidgning av L och L en andlig utvidgning av K sa ar F en andlig
utvidgning av K och

[F:K] = [F:L][L:K].

Satsen visas pa foljande satt:
Latuy, Uy, ..., U vara en bas fdr 6verK ochvy, Vs, ...Vs en bas foF 6verL. Om vi kan visa
att der Selementeniy; utgor en bas folF dverK, sa ar satsen visad. Vaxé&l F kan skrivas

x=Y %y, darx 0L

=1

Eftersomus, Uy, ..., U, &r en bas fok dverK s ar
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= , dara, O K
X Zlaku( Y

Alltsa ar
S r D S r
X = ;ﬁ;akuﬂv— Zl;q( W .

Vi skall nu visa att desgas element ar linjart oberoende 6\erAntag att

;;hkukvizo, darh OK

S r D
Zl ﬁ;hkvkgv =0.
Nu géller

ZWWDL

och eftersonvy, vy, ...,Vs ar linjart oberoende 6vérsa far vi

r

thuk = 0 for varjei .

=1
Menu, W, ..., U ar linjart oberoende oves, varfor by = 0 for varjek (for varje i). Alltsa ar
derSelementenyy; linjart oberoende dvdf och satsen ar darmed visad.

Vi kan nu aterga till de konstruerbara talen.
Varje tal som kan konstrueras utgaende @atillhor antingenQ eller en reell utvidgning =
K, sadan att

[Ki(=Q(a)):Q] = [Ky(a2):K1] = ...= [Kn(an+1):Kn] = 2.
Speciellt ar F:Q] = 2"
Antag nu att ett taB kan konstrueras. Da tillhor alltghen kroppF av grad 2 6verQ. Da ar
Q(pB) en delkropp tillF av grad m dver Q, dar m ar graden for:s minimalpolynom
(irreducibla polynom) 6ve®. Av ovan foljer atim ar en faktor i 2d v sm &r en potens av 2.
Omvant, onm inte ar en potens av 2 sa kBiej konstrueras.

Utifran detta kan vi dra foljande centrala slutsats:

Ett tal B ar konstruerbart om och endast om grad€(g): Q]=2*.
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Sedan komplexa tal inforts kan konstruktionen av en regelbuméiénning behandlas med
den binomiska ekvationen

Z-1=0.

Rotterna till denna ekvation brukar kallasrdie enhetsrétterna och kan skrivas

ke . . [2km
Z, :CO%Q+I SIF@TQ ,k=0,1, 2, ..n-1.

Geometriskt sett s representerar dessa rotter i det komplexa planet var sitt horn i en i
enhetscirkeln inskriven regelbundesorning. Vi kan nu omformulera vart problem:

En regelbunden n-horning kan konstrueras om vi kan uttryckarfios®ed hjalp av ett
andligt antal operationer med rationella tal eller kvadratrétter.

Om man i den binomiska ekvationéh— 1 = 0 dividerar bort den triviala rotem = 1 sa
erhdlls den s. k. cirkeldelningsekvationen

7+ 722+ . +z+1=0.
Avgorande for konstruerbarheten blir nu, utifran vad som sagts innan, om lésningen av denna
ekvation kan reduceras till I[6sningen av en serie ekvationer av forsta eller andra graden. Da

kan namligen uttrycket costh skrivas om i form av ett uttryck som endast innehaller ett
andligt antal rationella tal och kvadratrétter.

3.3 Varfor man ej kan konstruera en regelbunden 7- eller 9-hérning

Den regelbundna sjuhérningen

zZ = co%!l[@+ [ si%@ochx— z+}
B 7 7 STz

Satt

Vi far dax = 2cos(217).

Studera nu ekvationer’ — 1 = 0.
Vi dividerar bortzy = 1 och erhaller ekvationen

(1) 2+2+7+2+Z2+z+1=0.
Vi har

Z+ 1P =(@2+1)?-2=X-20ch? + 112 = (z+ 1k)° - 3@+ 1H) =x° - X.
Dividera nu (1) med® och vi far

(2) P2+ +z2+1+ 15+ 12+ 12 =X -2+ =X +x+ 1= +x* = X -1 =0.
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Antag nu att ekvationext +x*> — 2x —1 = 0 har en rationell rot=r/s dar sgdf,s = 1.
Vi far da

¥ +r —x/s—1=0 < r’=g+ 2rs—r?).

Vi har atts delarr® ochr delars’. Menr ochs var ju relativt prima s& enda méjliga rationella
rotterna arx = = 1. Ingen av dessa satisfierar (2) och darmed ar ekvationen irreducibel 6ver
Q. Samtidigt ar denna ekvation av grad 3 (som inte ar en potens av 2) och enligt vad vi
kommit fram till tidigare sa kan darfor ett nollstaBeante konstrueras, vilkket ocksa medfor att

en regelbunden sjuhdrning inte kan konstrueras.

Den regelbundna niohérningen

Vi skall férsdka konstruera= cosav9.
Satta = 2r79. Da ar & = 2773 och som bekant &r co#3 = —1/2.
Vi anvander nu den trigonometriska formeln cog§(8 4cosa - 3cosr.

Vi far
(3) 4clg - 3comr + 1/2 =00 [x =com] O 8 —6x+1=0.

Antag nu att denna ekvationen har enxretr/s dar sgdf,s| = 1.
Vi har

83’ —6a/s+1=0- 8 -G’ +5°=0.

Har ser vi attr delars® ochs delar 8. Menr ochs &r ju relativt prima s& de enda méjliga
rationella rotterna + 1, £1/2, + 1/4, £ 1/8. Provning visar att ingen av dessa léser ekvationen
(3) och darmed saknar ekvationen rationella rétter, vilket medfor att ekvationen ar irreducibel
OverQ. Vidare ar ekvationen av grad 3 och darfor kan (av samma anledning som tidigare) ett
nollstalle B inte konstrueras. Alltsa kan den regelbundna niohorningen inte konstrueras.

3.4 Vilka regelbundna manghorningar kan generellt konstrueras?

Innan vi gar vidare kan vi konstatera att det racker att undersoka vilka manghorningar med
udda antal hérn som kan konstrueras. Om en regelbumdé@nning ( udda) kan konstrueras

sa kan namligen aven en regelbunde+h@rning konstrueras ty drar man mittpunktsnormaler

till sidorna i en i cirkeln inskrivem-horning sa skar dessa cirkelmist. nya punkter.
Tillsammans med de tidigare hérnen utgor dessa punkter horn i en regelbordéming.

Men inte nog med detta, vi kan dessutom inskrdnka oss till att undersdka vilka
primtalsmanghorningar som kan konstrueras. Detta motiveras pa foljande sétt. Alla udda tal ar
antingen primtal eller sammansatta av primtal. Om ett udda taéx a sammansatt av
primtalenp; ochp, (dvs.n = p:[,, p1# P2 ) sa kan den regelbundnahorningen konstrueras
under forutsattning att den regelbundma resp.p,-hdérningen kan konstrueras, ty enligt en
algebraisk sats finns da tva heltalchs sddana attp; + sp = 1 och darmed foljer
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2t 2 N 21
PR P Py

vilket visar vart pastaende. Om daremehorningen ellep— horningen (eller bada) inte kan
konstrueras sa kam[p,—horningen inte konstrueras pylJp— hdrningen ska ju ga genom
badep;-horningens oclp, —hdrningens horn. Exempelvis kan 21-hérningen inte konstrueras
eftersom 7-horningen inte kan konstrueras. Vi skall senare ocksa vipahgtingen g
primtal) inte kan konstrueras, trots pthérningen kan konstrueras.

Vi har alltsa dragit foljande viktiga slutsats:
Vet vi vilka regelbundna primtalshorningar som kan konstrueras sa vet vi ocksa vilka
regelbundna manghdrningar som generellt kan konstrueras.

Foljande irreducibilitetskriterium (Eisensteins kriterium), som vi inte bevisar, visar sig vara
betydelsefullt i fortsattningen:

Heltalspolynomet
F(X) = ax" + anoX"™ + ...+ aix + &
dar
0] alla koefficienter péar delbara med primtaletp da k<n
(i) a,ej ar delbar med p
(i)  ao ej ar delbar medp
ar irreducibelt 6verQ.
Med hjalp av detta kriterium kan vi nu visa att cirkeldelningspolynomet
F@Q=2""+2"+ ... +z+1

ar irreducibelt 6verQ for varje primtaln. Satt namligere =y + 1 ochF(2) overgar i
polynomet

Fiy+ 1) =y + ()ye2 + (2 v+ A ) v+ 2).

Detta polynom uppfyller villkoren i Eisensteins kriterium, ty alla ta(ébl l<k< p-2ar

delbara meg och konstanttermen ar lika medDarfor arF(y + 1) irreducibelt 6vef. Men
da ar averir(2) irreducibelt 6veQ ty en faktorisering a¥#(2) skulle innebéara en faktorisering
avF(y + 1), men detta &r omajligt eftersdi(y + 1) ar irreducibelt.

Vi kan darmed konstatera att en regelbungkarning kan konstrueras om och endast om
p-1= # , dark ar ett heltal oclp &r ett primtal.

Dessutom galler féljande:
p= Z+ 1 ar inte ett primtal ork ar delbart med ett udda helta$ 1, ty da ar

p=Z"+1=a"+1,
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dara=Z. Men omu &r udda s ar
a'+1=@+ 1@ -a2+a>-.+.-a+1),

vilket medfor atta” + 1 &r sammansatt om> 1. Darfor, onp = 2+ 1 skall vara ett primtal,
sa kan inté&k ha nagra udda primtalsfaktorer och maste darfor vara av en potensav 2, dv s
k=2 och vifarp = 2+ 1, dark = 2°. Ett s&dant primtal kalldermatskt

Omn &r kvadraten pa ett udda primpesa ar talet cog#n + isin2r7n nollstalle till polynomet

2

xP-1"

p

(4) G(¥) =

Satt nux =y + 1. Da fas

(y+2)" -1_y" +pf(y) _
y+1)° -1 y*+pyy

G(y) = y* P+ F(y), dar

—

F(y), f(y) ochg(y) ar heltalspolynom. Man kan da skriva

YFO) = f(Y-dy ¥ - ¢y E Y

Alltsa ar alla koefficienter [F(y) delbara meg. Som pa sid. 27 inses att konstanttermy)
ar lika medp. Da sager Eisensteins kriterium &fy) ar irreducibelt 6velQ. Da ar aven
polynomet (4) irreducibelt oveD ty en faktorisering a%(x) skulle innebara en faktorisering
av G(y), men detta ar ju omojligt eftersd@gy) ar irreducibelt.

Darmed kan polynomet (1) ej framstallas med kvadratrotter ty detta polynom &r av graden
p? —p, vilket ej ar en potens av 2.

Alltsd kan t ex den regelbunden 9-hdrningen ej konstrueras trots att 3—horningen kan
konstrueras. Daremot kan, enligt tidigare, en regelbupgdep—hdrning konstrueras under
forutsattning atp; ochp, ar olikafermatskaprimtal.

Det allmanna resultatet kan nu formuleras:

En regelbunden n-hérning kan konstrueras med passare och linjal, om och endast om
n=2" (b Op., dark=0, 1, 2,... och p, p,... ar olika primtal pa formensp 7 +1 ( fermatska
primtal).

De fermatska primtalerhar fatt namn efter den franske juristen och matematikern Pierre de
Fermat (1602 — 1665). Fermat férmodade att alla tal pa denna form ar primtal siire an

4 har man hittills inte funnit nadgra primtal, vilket medfor att de hittills kafetenatska
primtalenar 3, 5, 17, 257 och 65 537. Exempelvis ¥ 21 = 4 294 967 297 delbart med
641.
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3.5 Konstruerbara/icke konstruerbara regelbundna manghorningar, fran
triangeln till 18-horningen

Nedan foljer en lista 6ver vilka regelbundna manghorningar, fran triangeln till 18-hdrningen,
som &r konstruerbara respektive inte konstruerbara med passare och linjal. Dessutom
forklaras, utifrdn vad som sagts tidigare, varfor de ar konstruerbara resp. icke konstruerbara.

regelbunden

n-horning:

n=3 konstruerbarHlementabok I, 1)

n=4 konstruerbarglementabok IV, 6)

n=>5 konstruerbarglementabok 1V, 11)

n==6 konstruerbarglementabok 1V, 15)

n=7 ej konstruerbar, ty 7 ar ett primtal och 7# 2" darm=2°
n=38 konstruerbar, ty 8 =2

n=9 ej konstruerbar, ty 9 ar kvadrat pa ett udda primtal
n=10 konstruerbar, ty 10 53

n=11 ej konstruerbar, ty 11 &ar ett primtal och 112" darm= 2°
n=12 konstruerbar, ty 12 23

n=13 ej konstruerbar, ty 13 ar ett primtal och 132" darm= 2°
n=14 ej konstruerbar, ty 14 £

n=15 konstruerbarHlementabok 1V, 16)

n=17 konstruerbar, ty 17 ar ett primtal och 17 — £ =2

n=16 konstruerbar, ty 16 =2

n=18 ej konstruerbar, ty 18 ¥

3.6 De klassiska problemens olésbarhet

Kubens fordubbling

Om vi antar att kubens sida ar 1 sa bestar problemet i att konstruera enxstsackea att

X2 = 2, darx &r rot till den algebraiska ekvationgh- 2 = 0. Denna ekvation &r av grad 3 samt
irreducibel 6verQ, vilket, enligt tidigare, medfor att en ratej kan konstrueras. Alltsa ar det
omoijligt att med passare och (ograderad) linjal konstruera en sida i en kub som har dubbelt sa
stor volym som den ursprungliga kuben.

Vinkelns tredelning

For att forsta problemet med vinkelns tredelning, sa utgar vi fran en virdogh placeras i
enhetscirkeln. Vi infor foljande beteckningar:

a = coy och x = cos{/3)

Har ara kand och vi sdkex, ty kan vi konstruera ar problemet I6st (se figur nedan).
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Vi anvander formeln

cos(31) = 4cosa - 3cosy

och far med hjalp av beteckningarna ovan och med/3
4 - Xx—-a=0.

Detta &r en tredjegradsekvation som ar irreducibel QueDetta medfor att en ratr ej kan
konstrueras, d v s vinkelns tredelning ar omojlig att genomféra med passare och (ograderad)
linjal. Man boér dock notera att vissa speciella vinklar ar mojliga att tredela, t’es&der vi
namligena = cosr2) sa far vi den positiva roten= V3/2, vilken kan konstrueras. Ett annat
intressant fall far vi nar vi satter = cos(273). D& blir x = cos(279) och vi har overfort
problemet om vinkelns tredelning till problemet att konstruera en regelbunden niohdrning (jfr.
med avsnitt 3.3 déar vi sag att detta problemet &r olosbart).
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Cirkelns kvadratur

Om man utgar fran enhetscirkeln sa bestar problemet i att konstruera ensts@ckan att

x> =11 d v s konstrueralrt 1882 bevisade Frederick Lindeman-éttar ett transcendent tal,

d v s det kan inte erhallas som rot till en algebraisk ekvation med heltalskoefficienter. Man
kan annu mindre uttrycksl7r med rationella operationer och kvadratrotter, och darfor inte
heller kvadrera cirkeln, med hjalp av passare och linjal.
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Sammanfattning

Uppsatsen behandlar ett beromt matematiskt problem, namligen stravan efter att finna vilka
regelbundna manghdrningar som &r konstruerbara med enbart passare och linjal. Uppsatsen ar
indelad i tva delar. Den forsta delen ar en historisk tillbakablick. Denna stracker sig fran
antikens greker, och deras upptackter inom omradet, till den tyske matematikern Gauss. De
gamla grekerna k&nde till konstruktionen av den regelbundna triangeln, kvadraten,
femhorningen och femtonhorningen, samt de regelbundna manghorningar som fas da man ett
godtyckligt antal ganger fordubblar sidoantalet hos dessa. Nagra av dessa konstruktioner finns
i Euklides Elementaoch ett sarskilt avsnitt i denna uppsats agnas at detta storslagna verk.
Trots sina stora anstrangningar kunde grekerna inte finna nagra fler konstruerbara
manghaorningar och det drjde anda till slutet av 1700-talet innan nagon ny upptackt gjordes
inom omradet. Det var tysken Gauss som slog datidens matematiker med hapnad da han 1796
lyckades konstruera en regelbunden sjuttonhdrning. Men inte nog med detta, han lyckades
ocksa visa vilka manghdrningar som generellt kan konstrueras med passare och linjal. Han
kom fram till att en regelbunden n-horning kan konstrueras endast da

n=2"Cp Op0.., dérp, p,... ar primtal p& formep= 2" +1.

Den andra delen &r mer teoretisk. Denna inleds med att definiera begreppet konstruerbara tal,
samt vissa viktiga begrepp fran den abstrakta algebran. Med hjalp av dessa begrepp visas
varfor en regelbunden sjuhorning eller niohorning ej kan konstrueras. S& smaningom leds

lasaren, med hjalp av nagra algebraiska satser, fram till uppsatsens karna, namligen vilka
regelbundna manghorningar som generellt kan konstrueras med passare och linjal.

Slutligen visas losningen pa de tva av de klassiska problemen, nakiligens fordubbling
ochvinkelns tredelning
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Inledning

Historien om de regelbundna konstruerbara manghorningarna (d v s konstruerbara
manghorningar dar alla vinklar och alla sidor &r lika stora) stracker sig 6ver 2000 ar bakat i
tiden. Intresset for dessa lar ha uppstatt i det antika Grekland, dar man inskrankte sig till att
finna konstruktioner med hjalp av enbart passare och linjal. Detta matematiska omrade
forenar geometri och algebra pa ett intressant satt och huvudsyftet med denna uppsats ar att pa
ett sa enkelt satt som moijligt klargora vilka regelbundna manghdrningar som generellt ar
konstruerbara. For att forsta problemets bakgrund, sa upptas en stor del av uppsatsen av en
historisk tillbakablick. Speciellt 4gnas ett langre avsnitt at Eukilementa eftersom detta

verk innefattar de antika grekernas upptéckter inom omradet.

Gauss hade inte tillgang till den abstrakta algebran nar han "slog spiken i kistan” och gjorde
en uttomlig utforskning av de regelbundna konstruerbara manghorningarna. Hans bevis kan te
sig ganska svargenomtrangligt och behandlas inte i denna uppsats, men star att lasa om i hans
livsverk Disquisitiones Aritmeticad denna uppsats har jag i stallet valt att anvanda just den
abstrakta algebran for att pa ett mer lattéverskadligt satt na fram till det generella beviset. Jag
ar medveten om att en del av begreppen och satserna fran den abstrakta algebran inte ar helt
okomplicerade, men jag har forsokt att forklara dem pa ett sa enkelt satt som moijligt, samt
behandla dem i en for uppsatsen logisk ordning.

Uppsatsen behandlar ocksa de tre klassiska problemen, namligen kubens férdubbling vinkelns
tredelning och cirkelns kvadratur. Dessa problem kanske kan tyckas falla utanfor uppsatsens
ram, men de ar anda intressanta ur bade ett historiskt och ett vidare matematiskt perspektiv.
Stravan efter att finna I6sningen pa de klassiska problemen kanske i sig kan te sig en aning
banal, men tack vare matematikernas modor inom detta omrade har en rad nya matematiska
upptackter gjorts. Dessutom finns en intressant koppling mellan de klassiska problemen och
de regelbundna konstruerbara polygonerna. Antikens greker lar ndmligen borjat undersdka
vinkelns tredelning i hopp om att utifran en liksidig triangel konstruera en regelbunden
niohdrning.

35



