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Abstract

Omar Hijazi, Vaxjo Universitet
Symmetriska polynom
Vaxjo 1999

Denna uppsats behandlar symmetriska polynom. Syftet ar att klarlagga beviset sa att det kan
forstas av matematikstuderande pa c-niva (41-60 poang). Bortsett fran beviset for huvudsatsen
bevisas &ven tva andra satser som &r viktiga, en sats om entydigheten hos polynomen och en
sats om attt &r transcendent. Huvudsatsen ar framst hamtad ur Nagell (1®%bok i

algebra
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1. Inledning

1.1 Motiv for valet och syfte med uppsatsen

Motivet for att skriva onsymmetriska polynoir mitt stora intresse for algebra

och ekvationer. Da denna del ar viktig och ger tkad forstaelse for matematiken

har jag valt att skriva om detta. Jag skrevsymmetriska polynomtels for att

Oka mina egna kunskaper och for att ge andra studenter med intresse en chans att
forsta satsen och dess bevis.

Syftet med denna uppsats ar att utifrdn redan kanda bevis for satsen om
symmetriska polynom, géra en sammanstéalining, som kan forstas av
matematikstuderande pa C-niva.

1.2 Historisk bakgrund

Inom teorin for algebraiska ekvationer ar det naturligt att studera symmetriska
polynom. | en algebraisk ekvation i en obekaat gradn ar koefficienterna for

potenserna” speciella symmetriska polynom i rétterra..., x, de s.k.

symmetriska grundfunktionerna. Dessa har varit kdnda sedan 1500-talet.
Fransmannen August Louis Cauchy (1789-1857) visade att varje symmetriskt
polynom kan skrivas som ett polynom i de symmetriska grundfunktionerna. Isaac
Newton (1642-1727) hade tidigare visat att bl.a. potenssumghan. . + x© kan

skrivas som polynom i grundfunktionerna.

Symmetriska polynom spelar en viktig roll i teorin for s.k. grupprepresentationer
och dar ar de s.k. Schurpolynom betydelsefulla. Polynomen har uppkallats efter
Issai Schur (1875-1941) som givit betydelsefulla bidrag till teorin for grupper.
Huvudsatsen foér symmetriska polynom ar ett viktigt hjalpmedel for att utveckla
teorin for algebraiska ekvationer. Bland annat spelar den en avgorande roll i det
bevis for transcendensen agom vi ger i avsnitt 4.



2. Symmetriska polynom
2.1 Nagra begrepp och definitioner

« Homogena polynom

Om ett polynoms termer alla ar av samma grad, s&gs polynomet vara homogent.

* Heltals polynom

Ar polynomets koefficienter hela rationella tal, ar det ett heltalspolynom.

» Linedara kvadratiska, kubiska och bikvadratiska polynom
Ett polynom ségs vara lineart, kvadratiskt, kubiskt eller bikvadratiskt beroende pa
dess grad ar 1, 2, 3 eller 4.

2.2 Definition och exempel pa symmetriska och icke symmetriska polynom

En rationell funktionF(xl,xz,...,xn) ar symmetrisk om den inte andras nar
variablerna permuteras pa allardendjliga satten. T.ex. ar funktionerna

ﬁ+ﬁ+ﬁ+é+ﬁ+§
X2 X3 Xi Xl X3 Xz

(%, + %)+ 0 + %)+ (%, +x,),
och
X+ X + X +5X%%,

symmetriska funktioner av de tre variableraax, ochxs. Summan, differensen
eller produkten av tvd symmetriska funktioner ar en symmetrisk funktion.
Detsamma galler aven for kvoten mellan tva symmetriska funktioner.
Exempel pa icke symmetriska funktioner ar

och



2.3 De symmetriska grundfunktionerna

Produkten

P(2)=(z-x)z-%)...(z-x)

ar tydligen ett symmetriskt polynom av variablemax,,...x, Utfor man
multiplikation, far man eth:te grads polynom z,

P(z)=2"+az" ' +a,z2"%+...+a,,

dar koefficienternaa,, a,,...,a, ar symmetriska polynom i variablergeoch
bestamda av formlerna

& =-3 X,
aZ :+inxj1
8= =) XXX,

8= ('Y X%,

a, = (-1 %, %...X,.

Summan i formeln fo®, stracker sig over alla dg som uppfyller villkoren
1<i,<i,... < n. Storheterg, &r saledes ett homogent symmetriskt polynom av

variablernax av graderv och vi séttera, = (—1)“0V och kallaro,,0,,...,0, for
desymmetriska grundfunktionere x;, x,,...X, .

Ett klassiskt resultat &r att varje symmetriskt polynoxn x,,...x, kan skrivas

som ett polynom o,,0,,...,0,. Viinleder med tva exempel

Exempel

1.

Vi ska skriva om polynomet,

XX+ X,



i 01, 0> ochos dar

O, =X *tX*tX
0, = X X + XX + XX
O3 = X XX

Vi kvadreraro; och far
07 = (% + %+ %)=

=X+ X5+ X+ 2% % + 2% X+ 2%X .

Vi har nu fatt det utryck vi séker samt en icke dnskvard restterm
2% X, + 2% X, + 2%,X, . Men den &ar20, och allsta ar

X2+ X2 +x; =0 -20,.

2.
| detta exempel skall vi skriva om,
2 2 2
XXX + XXX + XXX

| 01, 02 0chos. Vi kan bryta utx x,X,

(% + %, + % )(%%;) =
= XXX XXX F XXX,

Alltsa kan det ursprungliga polynomet skrivas

o, o,.



Innan vi bevisar huvudsatsen visar viato,,...,0, i viss mening ar oberoende
av varandra.

Sats 1.

Om man i ett icke identiskt forsvinnande polynéifz,z,,...z, istgllet for
variablernaz, z,,...z, satter in de symmetriska grundfunktionerna av variablerna
X, %,,... X, dérz =0,,z, =0,,...,z, =0, far man ett icke identiskt férsvinnande
polynom G(x,, X,....,x,) i variablernax,, x,.,..., X,

Bevis:

Den allménna termenf (z,z,,...,z,) &ar

T,=Cz'z .27

darv =[v,V,,...,v, ]. KoefficientenC, &r skild frAn noll. Bland termerndi
valjer vi nu ut en bestadmd terfmenligt féljande metod:

Vi betraktar enbart sddana termériivilka summanv, +v, +...+V, har sitt
storsta varde. Lat detta vaea Ifall man endast finner en ter) med denna
egenskap, satter Ii =T, . Finner man flera sddana termer, betraktar vi bland
dessa enbart de i vilka summan+ v, +...+Vv_ har sitt storsta varde. Lat denna

varak,. Exponenterv; ar da entydigt bestamd av relationerr k, — Kk, . Vi
upprepar denna proceduantal ganger tills vi erhaller en term

T=T,

darv,v,,...,v, ar entydigt bestamda av

Vs:ks_ks+1

for s=12,...,r. Avenfors=r+1 r+2, ..., ndefinierar vi talerks enligt
formeln

K =V +V, +...+V.

Genom insattning av de symmetriska grundfunktionerna évergar tdrinen
uttrycket

Cx + %+ x ) ()% +...)7 (%% x, )



| detta ponnomG(xl,xz,...,xn) forekommer darfor potensprodukten

med koefficienterC, Pa grund av det satt som vi definieFatan ingen annan
termi F(z,z,...z,) ge upphov till en potensprodukt av variablesgas,,..., X,
med exponenterni,,k,,...,K, .

Satsen ar darmed bevisad.

En konsekvens ér foljande sats.
Foljdsats

Om ett symmetriskt polynom av variablerrax,,...,x, kan framstallas
som ett polynom av grundfunktionerna av samma variabler, alltsa pa formen

Pl0,,0,,..,0,)= Y v,o0y oy
sa ar denna framstallning entydig.

Bevis

Antag att
R(0,,0;....,0,)= Y B, o'oy: ..oy
vore en annan sadan framstallning, da maste differensen
Pla,a,...a)-Rla,a:...a,)

forsvinna identiskt, om vi satter i, = x, +...+X, g, = XX, +..., vilket enligt
foregaende sats ar omojligt.



2.4 Potenssummor uttryckta i de elementara grundfunktionerna

Vi betraktar forst polynom i tre variableg , x,, X, och sétter
S, =X 4+,

Naturligtvis galler attS, = x’ +xJ +x. = 3S =X +X, + X, =0, och vi har
visat att

S, =0’ -20,.
Vi vet att x,, x,, X, ar rotter till x* —o,x* + 0,x -0, = 0vilket ger

3 2 —
X —OX +0% —03=0
X2 =0, X +0,% -0, =0

X5 = 0% +0,% —0, =0.
Efter addition far vi
X +X+% —0,S,+0,5-30,=0
dvs
S =0S -0,5+30,.
EftersomS =0, och S, =07 - 20, sd &r
S, =0/ -30,0, +30,.

Darmed har vi lyckats uttryck® i de symmetriska grundfunktionerna. For att pa
samma sétt bestamn® konstaterar vi ati, x,, %, ocksa ar rotter till ekvationen

X" -0 X" +0,X"? -0, X" =0
om n = 3. Vanster ledet har vi ju fatt genom att multiplicera

X -0 X’ +0,Xx -0,

med x"3.

10



Alltsa har vi

n n-1 n-2 n-3 _
X TOX tOX -0 =0
X —0X " +0,X T -0,x =0

X5 = leg_l + szg—z - Gsxg_s =0.

Som i foregaende fall, far vi efter addition

S -0,5.,%0,S.,-5.;0;,=0

dvs

S, =0,S.,-0,5,+S.:0,

Vi far en rekursions formel som vi kan anvanda for att uttry8ka =12,... i
0,,0,,0, eftersom vivet at§ =3, =0,,S, =0/ - 20,

Antag att vi p& samma satt vill uttrycka
S =X X H

i de elementéara symmetriska funktionema...,o, Vi maste da pa nagot satt

forst uttryckaS,S,,...,S._; i 0;,...,0, . Darefter kan vi berakn&, for n=k
genom rekursions formel

(1) S§=-0S5.,+0,S,~...- (_1)kaksn—k'
Talen x,,..., % ar namligen rotter till ekvation
X —o Xt +o, X+, + (D)0, =0

varfor

for y =1,2,...,k. Vi far da (1) genom att multiplicera dessa likheter nx%‘d och
addera dem fo =1,...,k. Observera at§, = x +...+x =k .

11



2.5 Huvudsatsen for symmetriska polynom

Sats 2.

Varje symmetriskt polynom

D) S X %) =S B KX X

kan entydigt framstéallas som ett polynom av de symmetriska grundfunktionerna
0,,0,,...0, av variablernax, x,...,x, under formen

Vi

(2) P(o,0,.....0,)= zbeVZ,N_’VnalVlJZZ,...,Jn ,
dar koefficienterng &r homogena lineara heltalspolynom av koefficient@na
Bevis
Satsen bevisas forst for= 2 med variablerna;, ochx,. Vi har da

0, = —(x +%,)= —x — X, och g, = xx,.0m S(x,x,) &r ett godtyckligt
symmetriskt polynom ax; ochx; ar

S(x.%,) = S(x,=0, = %) = AX"+ AX" +.+ AL

KoefficienternaA ar polynom io; med koefficienter som ar homogena lineara

heltalspolynom av koefficientern&i Detta inses med hjélp av binomialteoremet.
Satter man nu

o(z)= AZ"+AZ" +. + A,
och dividerar med
f(z)=(z-x)z-%)=2-0,z+0,
sa far man
o(z) = Q(z2)f (2)+ A+ Bz
Eftersom koefficienten fér i f(z) ar 1 s& &A ochB polynom io; ocha, med

koefficienter som ar homogena lineéra heltalspolynom av koefficient&rgr
z=x far man alltsa

S(x,,%,) = A+Bx

12



Men eftersomS(x,, x,) &r symmetriskt maste man &ven ha

S(lexz) = A+ Bx,.

D& nux; ochx, ar av varandra oberoende variabler leder det tiB at0 och
alltsa till

S(x.%,) = A.
Satsen ar darmed bevisad i+ 2 eftersomA ar ett polynom io,,0,.

Vi skall nu visa satsen med hjalp av induktion dver antalet variabkantag att
pastaendet ar sant for alla symmetriska polynom 1variabler. En symmetrisk
funktionen S(xl, xz,...,xn) i n variabler ordnas efter fallande potensexgualltsa

(3) S=Sx +Sx " +...+S, % +S,.

Koefficienternas,,S,..., S, ar tydligen symmetriska polynom av de-1

variablernax,, X,,...,x, med koefficienter som ar homogena lineéra

heltalspolynom av koefficientern&i De symmetriska grundfunktionerna av
dessan —1variabler betecknas med

0,,05,...,0,,

och som forut sétter &, = (-1)’c; ocha, =(-1)’c;. Om nu

n

Nﬂ=rNZﬂQ=f+%f*#~+%ﬂ+%

ar
f(Z) n-1 ‘on-2 ' '
=7+ +...+ +a .
— 2 +az a,,z+ta,,
dar
a=x+ta
a, =X +tax+a,

a, =X tax; +a,% +a,

By =X tax CH..ta

13



Detta inses pa foljande satt:

Om vi i likheten

(@)=(@-x) " +az?+..+a 2+a,,)=
=z2"+az" ' +...+a_z+a

utfor multiplikation och identifierar koefficienterna far vi
8 =8 =X, =8 =X, 8y = 8 8 X
Detta ger att

a =a+a, =8+, +a X =a+a. x+a ==
=&, +a.%+a,,% t.. tax T +x

Eftersom satsen enligt forutsattningen gallerdérivariabler, kan
koefficienternas,, §,...,S, i (3) uttryckas som polynoma,, a,,...,a, ochx

med koefficienter som &r homogena lineara heltalspolynom av koefficientérna i

Genom att i (3) infora ovanstaende uttryck &yo,,...,0,_, och sedan ordna
efter fallande potenser ay far man

S=AX"+AXT + +A X AL

KoefficienternaAy, A,..., A, ar har polynom o, ,...,0, med koefficienter som
ar homogena lineéra heltalspolynom av koefficiente®a i

Satter man nu, precis som innan for 2
o(2)= AZ"+AZ" +. + A Z+A,
och dividerar med(z), far man
@ W)= f@+v®
med

Y(2)=Cy2" +C2"%*+...+C _,z +C__.

KoefficienternaC,,C,...,C,_,,C,_, ar har polynom o, ,0,,...,0, med
koefficienterna som &r homogena lineéra heltalspolynom av koefficient8rna i
eftersom hogstagradskoefficienter (x) ar 1.

14



Satter man irz = x, i (4) fAr manf (x)=0 och

S=0(x)=w(x)

EftersomS &r symmetriskt ix ,X,,...,x, maste denna likhet fortfarande géalla om
x1 ersatts med vilken som helst av de 6vriga variablerna

Men av detta foljer att polynomet
C,2"+Cz"?+..+C ,z +C ,-S

forsvinner fom olika vardenz = x,z = x,,...,z = X, .Enligt algebrans

fundamentalsats maste polynomet da forsvinna identiskt, eftersom dess grad ar
hogstn—1. Alltsd maste man h& =C,__,, dvs.Sar framstalld som ett polynom i

g,,0,,...,0, vars koefficienter &r homogena lineara heltalspolynom av
koefficienterna S

Darmed ar satsen fullstandigt bevisad.

15



3. Youngs tabell och symmetriska polynom

3.1 Youngdigram

Ett Young-diagram ar en samling lador eller celler. Dessa ar ordnade i rader med
minskande antal celler for varje rad, med det lagsta antalet celler [angst nad. Om
ar totala antalet celler sa svarar varje diagram mot en partitiomhas.

n=n+n+...+n,n=n,..2n

Partitionen a6 i 6+4+4+ 2 motsvarar alltsa féljande diagram:

A

Vi betecknar partitioner med den grekiska bokstavdrormuleringem — n
anvands for att forklara aktar en partition aw. |}\| betyder antalet partitioner av

A. Genom att anvanda sig av ett diagram istallet for partitioner kan vi satta in
element i cellerna. En insattning av positiva heltal i varje cell kallasiemering
av diagrammet om féljande galler

1. lvarje rad ar elementen vaxande.
2. | varje kolumn &r elementen strangt vaxande.

En numrering av ovanstaende partition av 16 ar t.ex.

1 2 |2 [3 [3 [5 |
2 |3 |5 |5

4 |4 |6 |6

5 |6

En numrering av

En numrering av ett diagram kallas ocksa en tabelst&mdardtabelkr en tabell
dar varje element endast upptrader en gang. Ifall vi vander diagrammet langs dess
diagonal (fran 6vre vanster horn till det hogra hornet langst ned) far vi

diagrammets konjugakKonjugatet aw skrivs somA . Konjugatet av
ovannamnda diagram svarar mot partitiodérr 4+ 4+3+3+1+1. Observera

atti A ar radernas langder lika med langderna av kolumnérna i

16



Vidare svarai och A mot partitioner av samma tal.

> |

3.2 Algoritmer

En viktig algoritm pa Youngs tabeller & Schensteds "utst&tnings” algoritm eller
radinsattning Med hjalp av den konstruerar man utifran en tabell T och ett
positivt heltalx en ny tabell kallad — x. Algoritmen han formuleras pé foljande
satt.

Omx minst ar lika stort som alla element i forsta radénliigg dax i en ny cell i
slutet av forsta raden. Om inte, finn elementet langst till vanster som ar strikt
storre arx i forsta raden. Satt istallet for det storre elementet och "stot ut”
elementet. Ta nu elementet som blev utstott fran forsta raden och repetera ovan
process fast nu pa rad 2. Detta fortskrider tills alla element ar pa plats, aven de
som blev utstétta, enligt algoritmen. Istallet for att ett element stéts ut helt fran
tabellen, sa bildas en ny cell langst ned pa diagrammet med detta element.

Vi ger ett exempel och satter in 2 i nedanstaende tabell.

1 |2 2 |3

2 |3 |5 |5

4 |4 |6

5 |6

2: an stoter bort 3: an fran forsta raden.
1 |2 2 |2

2 |3 |5 |5

4 |6 |6

5 |6

3: an stoter i sin tur bort den forsta 5: an pa andra raden.
1 |2 2 |2

2 |3 |3 |5

4 |4 |6

5 |6

17



5: an stoter vidare bort 6: an fran 3:e raden.

1 2 2 2
2 3 3 5
4 4 |5

5 6

6:an kan slutligen sattas in i slutet av sista raden.

1 2 2 2
2 3 3 5
4 4 5
5 6 |6

Det finns ett lemma som bygger pa "utstotnings” algoritmen som “avslojar”
resultatet av tva inséattningar efter varandra. Detta gor att man kan relatera
storleken pa elementen som sétts in pa de platser i de nya cellerna. En rad-
insattning bestammer den uppséattning ceRerilka element stéts ut tillsammans

med cellen dar det sista utsttta elementet hamnar. Lat oss kalla detta for
utstotningsruttenl exemplet ovan ar utstétningsrutten de markerade siffrorna pa
bilden nedan.

1 2 2 2
2 3 3 5
4 5 5

5 6 6
Lemma

Antag att vi gor tva insattningar, radvis, efter varandra. Forst en inséatthery
tabell T och sedan en insattningi tabell resultatef — x. Detta ger upphov till
tva rutterR ochR’ och tva nya celleB ochB’.

1. Omx< X, sd &R strikt till vanster onR’ ochB ar d strikt till vanster om och
svagt underB’.

2. Omx=x', da aR’ svagt till vanster onR ochB’ ar da svagt till vanster om
och strikt undeB.

1 »Svagt under” betyder "strikt under” eller "p& samma niva som”.

18



o

l? B' har

o=
-
T
=

Bevis

Detta handlar om att halla reda pa vad som hander nar elementen "stéter” genom
en viss rad.

Antag attx < X’ ochx stoter ut ett elementfran forsta raden. Elemeyt utstott

avx' maste strikt ligga till hoger om cellen déstottes ur. Detta pa grund av att
elementet i cellen eller de till vanster inte ar storr&. an

Notera att rutten foR inte kan sluta ovanfdR’ och omR’ stannar forst, sa andras
inte rutten forR till hoger. Alltsa cellB maste strikt finnas till vanster om och

svagt undeB’. Pa bilden nedan motsvarar Xszx'= X, B=Boch B’ =B

X X |

X

>[I

X
[T || X

B

A andra sidan, o> x och x ochx’ stéter ut elemenyt respektivey’, s& kommer
cellen i forsta raden d§t stots ut att vara till vanster om cellen gatottes ut.
Alltsa ary >y’ och algoritmen kan upprepas.

Operationen kan anvandas till att konstruera produkten av en &beitan tva
godtyckliga tabelle ochU. Man satter iJ:s element iT och gor det radvis

med boérjan med den undre raden och elementet l&ngst till vanster.
Vi skriver

Tw :((((T - X1) - Xz) - ) - Xs—l) =X
dar x,..., X, ar elementenl.

Ibland arbetar man ocksa med sneda diagram. Ett "snett” diagram &r det diagram
som erhalls genom att ta bort ett mindre Young diagram fran ett storr®.ddm
1 ar tva diagram med partitionerna

A=A = (i)

19



sa sager viatt 0 A om
<k ochu <A ,i=1..,l.

Den "sneda” tabell far vi genom att "ta bogt'fran\ betecknar vi medi/ i . En
sned tabell har ett eller flera inre horn.

Ett inre horn ar en cell i den mindre skuggade diagramumBtex.

u

| exemplet ovan finns det 4 celler pa andra raden och 1 cell pa den tredje raden
som ar s.k. inre horn.

Ett yttre horn ar en cellX dar varken cellen under eller till hoger ar. Det

betyder att den sista cellen pa andra, tredje, fjarde och femte raden ar yttre horn.
Vart att notera ar att ett inre horn kan aven vara ett yttre horn.

3.3 Schurpolynomen

Lat A vara ett Young diagram med hogstader. Antag vidare aft ar en

numrering a\A och att vi i numreringen anvander taler2,..., m. Mangden av
sédana numreringar betecknar vi need Till varje T 0o, bildar vi ett monom

dar
n =antalet gangerférekommer TT.

Schurpolynomeg, (xlxm) till Young diagrammeh definieras nu genom

20



Exempel

1. Om A =(2) ar diagrammet

S (1, %,) = X7 + 3%, + %3

S, (X:L1X2) = X X;.
Allmant galler

om A =(n) dvs

I I O I I

n st

sd arsS, (xl,...,xm) =summan av alla olika homogena monom av graden

OmA = (1”) dvs

n st
sd mastd<n<m och

S, (xl,...,xm):an(xl,...,xm)
dar o, ar de symmetriska grundfunktionerna .

| de exempel vi bekantat oss vid ar Schurpolynomen symmetriska. Det galler allmant och vi
har féljande sats.

21



Sats 3.

Schurpolynomen ar symmetriska polynom.
Beviset bygger pa tva lemma.

Lemma 1

OmA ar ett Youngdiagram sa galler

S, (%,.... ) Gp(Xl,...,Xm): ZS“(xl,...,xm)

u

dar vi summerar over allasom vi farA genom att lagga tifh celler sa att inte tva
celler laggs till samma rad.

Beviset som ar tekniskt utelamnas. Vi illustrerar lemmat med ett exempel

Exempel

Beraknas, (x,,X, ), S, (., %, )0, (%, %,) och §'S, omA &r
m

Det forsta vi gor ar att skriva upp de méjliga numreringarna esh motsvarande monom.

1 |1 |

2

Motsvarande monom 4x?X, ).

1 |2 |

2

Motsvarande monom 4x, x?).
Alltsa ar
J— 2
S, (%, %,) = X2%, + %, X3

och

S, (%00, (3, %) = (6, + ¢ Jox, + ) =
= XX, + 2X7X5 + X X5,
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Vi beraknar nuy S, (x,, x,) och far tvé diagram
m

Hy

och

H;

Vi beréknar numreringarna gy, samt motsvarande monom och far

1 1 |1 |

2

Monomet &{x°x, )

1 1 [2 |

2

Monomet &r(x?x?)

1 |2 |2 |

2

Monomet ar{x,x¢ ).
Allts8 &r S, (x,%,) = XX, + X'X3 + X, X;.

Det finns endast en numrering ay dvs

1 1

2 2

Och motsvarande Schurpolynom ar

S,, (%, %,) = X%}
Alltsa ar

S, 06, %:)+ S, (6, %, ) = X%, + 2x7% + %%



vilket ar samma resultat som vi ovan fick av

S/\ (Xl’ XZ) Jl()(].’ XZ) .

Lemma 2
OmA ar ett Young diagram med partitionen

AL+t A

0,0, 0.0, = z K.aS,
dar vi summerar gver alla partitiongioch darK , ar antalet foljder

sadana aftt ar en kolumn med, celler ochu® / ™ &ar A celler dar tva inte
ligger i samma rad.

Satsen foljer nu ur dessa bada lemma pa foljande satt:

Om vi ordnar diagrammen i lexikografisk ordning sa galler
Ka=00omA >p

och

K, =1

uA

Detta innebér att matriseld , &r triangulér och vi kan alltsé l6sa st uttryckt i

(o o P Alltsa ar s, symmetriskt. For detaljerna i bevisen, som bl.a. bygger

pa utstotningsalgoritmen, hanvisas till Fulton [1].
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4. Bevis av attrtar transcendent

Vi skall nu anvanda huvudsatsen for symmetriska funktioner till att viseéatt
transcendent. Det forsta beviset gavs 1882 av CL. F Lindemann (1852-1939).

Sats 4.
Ttar transcendent
Bevis

Antag att motsatsen galler, atér noll for ett icke-negativt polynom 6ver Q. Da
arim, dari =+/-1 ocksa ar ett nollstalle till ett polynonx]. L&t 6,(x) 0 Q[x]
vara ett polynom med nollstéllen=im,a,,...,a, Ettvalkant teorem av Euler
ger 0ss

é"+1=0
sa att
(1) M+ 1)Ee% +1)...% +1)=0

Vi konstruerar nu ett polynom med heltalskoefficienter dar nollstallen ar de
exponentem, +...+a; som upptrader i utvecklingen av produkten (1). Till

exempel ger termer pa formen

e9% xeft x1x1x1...1

exponenta, +a,. Tas de parvis oves,t farvia, +a,,... ,a,_, +a,. De

elementara symmetriska polynom i dessa variabler &r symmetdska ja,. Sa
dessa kan med hjalp av sats 2 uttryckas som polynom i den elementara
symmetriska polynomer a,,...,a, Harav fOljer att parew +a, satisfierar en

polynom ekvatiord,(x) = Qdar 6, har rationella koefficienter. Alltsa
6,(x)6,()....6,(x)

ar ett polynom 6ver Q vars nollstallen ar exponentee tilitvecklingen av
ekvation (1). Har ag; det polynom som har nollstallemwg, +... +a, Delar

man med en lamplig potens mwch multiplicerar med ett lampligt heltal far vi ett
polynom 8(x) 6ver Z, vars nollstallen ar icke-negativa exponefier., 3 till ei
utvecklingen av ekvationen (1). Nu kan ekvation (1) skrivas enligt

e+ +ef+ef+.. .+ =0,
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det vill saga
2) e+, .+l +k =0,

darkJZ. Termenl[10..Q finns i utvecklingen sa akt> 0.
Antag alltsa att

B(X) =cX +cxX T+...+cC

darc,c,...,c, ar heltal. Nu ac, # @a 0 inte &r ett ad : s nollstallen.

Definiera

X" O(X)}"

f =
T

dar s = rp -1 ochp &r n&got godtyckligt primtal. Observera dffx) har graden
p—-1+rp = p+s.Satt ocksa

F(x)= f(X)+ f'(X)+...+ &P (x),
Notera atf ©***(x) = 0 eftersoms+ p+r > grad f(x). Vi har
df_ }
—1e ‘F(X)f=—-ef(x),
HeFool=-e10
ty

%((e"XF(x))z —e™F'(x)—e*F(x)=

=e*(F'(x)-F(x)) = e‘x(f'(x)+ fr(x)+...+ £P(x)= f(x)- F(x)-...- f(s”’”'l)(x))

=~ 1(de”

Om vi integrerar bada leden far vi
e*F(x) - F(0) = —Ie‘yf(y)dy
0
Satt y = Ax och multiplicera mea* da far vi

F(x) — € F(0) = - x}exp[(l— A)X] f (AX)dA
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Sattx lika med f3,,..., B, , summera och anvand ekvation (2). Vi far

(3) ZF<'BJ)+kF(0):_ZBjIeXp[a_A)BJ]f(ABJ)dA.

Vi pastar att vanster ledet av ekvation (3) ar ett icke-negativt heltal for alla
tillréckligt storap. Eftersom; ar nolistélle av multiplicitetep till f (x) s& &r

> 19(8) =0,

om0 < t< p. Varje derivataf ’(8, )medt = p innehaller en faktop darfor att vi

maste deriverdf(x)}" minstp antal gdnger for att erhlla en tew. For varje
t=par

r

Zlf“)(ﬁ;),

ett symmetriskt polynomf, av gracs s. Alltsa ar det ett polynom av gradsi
koefficienternac; /c enligt sats2 . Faktornc® i definitionen avf(x) gor det till ett
heltal. Sa fot > p galler

> 1(8,) = p

for lampligt k, O Z . Nu tittar vi pAF (0 ) Vi har

00 (t<sp-2)
FO(0) = P (t = p-1)
Hip 2 p)

for lampligt I, 0 Z . Foljaktligen ar vanster led av ekvation (3)
Kp +kc’c?
for nAgotK 0 Z. Nu &rk # 0,c # Oochc # 0. Om vi tar
p>maxk [c, [c]
da ar vanster ledet av ekvation (3) ett icke-negativt heltal icke delbag.med

Sista delen av beviset ar att vi beraknar storleken av hdger ledet i ekvation (3). Da
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&7, (m(j))?

f(A
‘(ﬁ‘< (p-1)!

omO0<A<1och

m() = Sue(AB,)

ar

"B

‘ Z,BJ’exp{l (1-2)8.]f (13, )A| < z

dar

B=

mjax}exp[(l—}\)ﬁj ]d/\‘ .

Uttrycket gar mot O orp gar moteo. Alltsa far vi en motséagelse, vilket i sin tur
betyder attt ar transcendent.
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