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Detta material &r skrivet for att anvandas pa lararutbildningen, sarskilt
avseende matematikinriktning mot de tidiga skolaren.

Materialet ar UNDER ARBETE och &r avsett som underlag for kollegiala
diskussioner.

Jag har valt att inledningsvis behandla enbart addition och multiplikation
med positiva heltal och positiva braktal, for att darefter diskutera division
och subtraktion.

Sarskilt det avslutande kapitlet Problemlésning avses att bli mer
omfattande.
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KAPITEL 1

ADDITION OCH MULTIPLIKATION
AV HELTAL
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Addition av positiva heltal

Addition som sammanlaggning

Addition ar den matematik man agnar sig mest at i vardagen. Addition kan tolkas
som att /4gga till (med viss forsiktighet, det blir inte alltid mer nar man lagger till).

Exempel. Jag har 3 kr och lagger till ytterligare 5 kr. D& har jag 3+5 =8 kr.

@ @ ] () (o)
CICHE® @@@ i @@@@@@

Varje addition av positiva heltal kan illustreras genom att ldgga samman tva antal
av samma sort, exempelvis "tre applen plus fem applen”, "tre godisbitar plus fem
godisbitar”. Daremot ar det inte sjalvklart vad som menas med "tre pojkar plus
fem flickor” eller "tre &pplen plus fem paron”. Vardagstolkningen &r uppenbar, vi
kan ju "lagga samman” tre flickor och fem pojkar i ett bollhav och vi kan "lagga
samman” tre applen och fem péaron i en fruktskal, men nar vi adderar i
matematisk mening maste vi ha klart for oss vilken sort eller enhet som avses.
Exempelvis kan vi rakna "tre barn plus fem barn” (som 8 barn) och "tre frukter
plus fem frukter” (som 8 frukter). Additionen 3+5 =8 kan vi tolka som en

allmangiltig regel som galler vid antalsrakning avseende alla enheter.

Additionen 3 +5 =8 kan aven tolkas genom forflyttning pa tallinjen.

+3 +5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

| bilden ovan tar vi "ett steg i taget” (jamfor med att rakna pa fingrarna).
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Vi kan direkt ta ett 3-steg plus ett 5-steg, vilket vi kan visa i bild genom att forst

rita en 3-pil och efter den lagga till en 5-pil.

+3 +5

N N
7 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Addition kan tolkas pa tallinjen genom att talpilar laggs efter varandra. Summan
kan tolkas som (netto-)resultatet av en vandring pa tallinjen, dar termerna anger

hur vi ska vandra (i exemplet ovan "forst 3 steg, sedan 5 stegq till”).

Om vi borjar med 3 och lagger till 5 far vi alltsa summan 8 och skriver 3+5=8.

+3 +5

A\ 4
v

+8

A\ 4

Summan 8 kan tolkas som en punkt pa tallinjen eller som en egen talpil.

Tva satt att representera positiva heltal pa tallinje.
Pa tallinjen kan vi markera talen som punkter.

[ ]
0 1 2 3 4 5 6

5

v

En fordel med talpilarna ar att de ar dynamiska. De inbjuder till en operationell

tolkning av addition eftersom de kan flyttas i sidled och laggas efter varandra.
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Kommutativa lagen

Om vi kommuterar termerna 3 och 5 i additionen 3+5 =8, dvs later dem byta

plats, sa far visamma summa: 5+3=8.

+3 S +5 S
0 1 2 3 4 5 6 7 é 9
+5 S +3 >§
0 1 2 3 4 5 6 7 % 9

Vi kan ocksa tolka sammanlaggningen 3 +5 =5+ 3 med bilder:

QQQ " QQQQO ) QQQQQ ' QQQ

Vi sager att addition ar ett kommutativt rakneséatt eftersom vi far samma resultat

oavsett vilken term (av tva givna) som vi utgar ifran.

Kommutativa lagen : a+b=b+a
Exempel: 3+5=5+3

Denna regel géller for alla positiva heltal a och b.

(Senare ska vi se att kommutativa lagen géller vid addition av alla reella tal, att den aven
galler for multiplikation, men att den inte géller vare sig for subtraktion eller division.)

Sarskilt vid huvudrakning kan det ibland (exempelvis nar férsta termen ar mycket

mindre &n andra termen) vara praktiskt att anvdnda kommutativa lagen.

Exempel. 5+173=173+5=170+8=178
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Associativa lagen

Hur raknar vi addition med fler an tva termer? Aven har utgar vi ifran grund-
principen att addition handlar om att lagga samman. Om vi tolkar additionen
3+5+2 som att forst lagga samman tre och fem, sedan ytterligare tva stycken

sa blir det totalt tio stycken: tre plus fem blir atta och atta plus tva blir tio.

Att lagga samman enligt "tre plus fem blir atta och atta plus tva blir tio” kan

redovisas som
3+5+2=(3+5)+2=8+2=10

Vi kan aven visa berakningen med bilder, steg for steg:
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Lagg marke till att inférande av parentes reducerar additionen av tre termer till

tva additioner med tvad termer vardera, dvs sadant vi har diskuterat tidigare.

Just detta att nya situationer hanteras enbart med hjalp av tidigare kunskap (och
en rimlig 6verenskommelse, i detta fall att vi borjar med att addera de tva forsta
termerna) ar nagot som sarskilt kannetecknar matematiken. Vi behtver endast
acceptera ett fatal utgangspunkter/grundprinciper (sasom att addition handlar om

sammanléaggning) for att kunna hantera mer komplicerade situationer.

Ett uttryck som "3 +5 + 2" blir meningsfullt forst nar det tolkas i forhallande till

tidigare kunskap, i detta fall kunskap om addition av tva termer.

Sjalva inférandet av parentesen bor dock redas ut. Ar det fritt fram att borja med
vilken som helst av de tre termerna, till den addera vilken som helst av de andra

tva och sedan addera den aterstaende?

Vi provar alla de (sex) mojligheter som finns att associera de tre termerna:
(83+5)+2=8+2=10
(3+2)+5=5+5=10
(2+3)+5=5+5=10
(2+5)+3=7+3=10
(5+3)+2=8+2=10
5+2)+3=7+3=10

Vi ser att alla summorna blir lika (trots att mellanleden 8 +2, 5+5 och 7+3 ser
olika ut). Detta kan vi aven inse genom att tolka konkret (jamfér med foregaende
bild: nar vi lagger samman tre "hogar” far vi lika mycket, oavsett i vilken ordning
vi lagger ihop hogarna) eller pa tallinjen (nar vi lagger tre talpilar efter varandra

kommer vi lika langt, oavsett i vilken ordning vi lagger pilarna).
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Eftersom vi far samma summa oavsett hur vi véljer att associera (sammanfora)

tre givna termer séger vi att additionen ar associativ.

Associativa lagen for addition : (a + b) +c=a+ (b + c)

Exempel: (83+5)+2=3+(5+2)

[ooo+ o%%]*oo = So [ooooo +OO]

Denna regel géller for alla positiva heltal a, b och c.

(Senare ska vi se att associativa lagen géller vid addition av alla reella tal, att det &ven
finns en associativ lag for multiplikation, men inte vare sig fér subtraktion eller division.)

Lagg marke till att formuleringen av associativa lagen endast tar upp tva satt att
associera de tre termerna, jamfort med de sex satten som vi tog upp i exemplet.
Genom att kombinera associativa lagen med kommutativa lagen kan man fa fram

samtliga sex mdjligheter att associera de tre termerna:

Exempel:

(a+b)+c (83+5)+2 (anvand kommutativa lagen
=(b+a)+c =(5+3)+2 (anvand associativa lagen)
=b+(a+tc) =5+(3+2) (anvand kommutativa lagen)
=(a+c)+b =(3+2)+5 (anvand kommutativa lagen)
=(c+a)+b =(2+3)+5 (anvand kommutativa lagen)
=b+(c+a) =5+(2+3) (anvand associativa lagen)
=(b+c)+a =(5+2)+3 (anvand kommutativa lagen)
=(c+b)+a =(2+5)+3

10
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Pa motsvarande satt gar det att reda ut att addition av fyra, fem, sex eller annu

fler termer kan utforas i vilken ordning som helst.

Ett vanligt satt att addera flera termer ar att borja fran vanster och addera en

term i taget.
Exempel. 3+5+7+2+9=8+7+2+9=15+2+9=17+9=26

Om man vill addera termerna i en annan ordning sa ar det fritt fram (enligt

tidigare diskussion).

Exempel. 3+5+7+2+9=(3+7)+5+(2+9)=10+5+11=21+5=26

11
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Nagra olika satt att rakna addition

Addition av flersiffriga heltal kan utforas pa flera satt. Gemensamt for alla dessa
satt ar att det handlar om att vélja en strategi for att lagga samman talens
bestandsdelar.

348 +291=7 Hur ska vi lagga <7300 40 8
samman talen? : ? ?

Ett satt ar att rdkna ental, tiotal, hundratal osv var for sig.

Exempel. 348 +291=300+40+8+200+90+1
=500+130+9
=639

Ett annat satt ar att utga ifran det forsta talet och lagga till det andra talets delar.

Exempel. 348 +291=348 +200+90+1
=548+90+1
=638+1
=639

Ett tredje satt ar att skriva om talen sa att additionen blir enklare. Vi kan fa 300
istallet fér 291 om vi lagger till 9. Om vi gér detta maste vi samtidigt subtrahera 9
fran 348, annars ar ju inte uttrycken lika.

Exempel. 348 +291= (348 —9)+(291+9)

=339 +300
=639

Om vi anvander metoden ovan vid addition maste vi komma ihag att addera

lika mycket till den ena termen som vi subtraherar fran den andra termen.

Alternativt kan vi bryta ut en term 9 ur den forsta termen 348 och flytta over till

den andra termen 291, som ju gar bra ihop med just 9.

Exempel. 348 +291=(339+9)+291=339 +(9 +291) =339 + 300 = 639

12
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Vi kan ocksa rakna med uppstallning. Det finns manga olika, vi visar nagra.

Exempel.
1 Nar vi adderar tiotalen far vi
348 4 +9 =13 tiotal.
+ 291 10 tiotal &r 1 hundratal, som
639 markeras med minnessiffra.

Exempel. Vi behdver inte anvanda minnessiffra om vi raknar i flera steg.

348
+ 291

9
130
+ 500

639

Om vi vill rakna i annan ordning sa gar det bra (addition ar ju kommutativ).
Exempel. Vi kan addera hundratalen fore tiotalen fore entalen (om vi vill).

348
+ 291

500
130
t 9

639

Alla de tidigare berékningarna kan utféras med eller utan uppstéllning. Jamfor
exempelvis det sista exemplet med det forsta i detta avsnitt (Overst pa
foregaende sida). Bada berakningarna bygger pa samma strategi/algoritm,
namligen att addera talsorterna var for sig. Skillnaden ligger i sattet att redovisa
berakningarna, tankesattet bakom ar detsamma.

13
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Uppdelning i termer

Vi har sett att det ibland kan vara lampligt att dela upp ett tal i tva termer. Nedan

forenklar vi en addition genom att dela upp 348 =339 +9.

Exempel. 348 +291= (339 +9)+291=339 +(9 +291) = 339 + 300 = 639

Vi véljer 9 som andra term i uppdelningen darfor att 9 passar bra ihop med 291.

Uppdelning av ett tal i tva termer kan goéras pa manga satt. Exempelvis kanner

du sakert igen begreppet tiokamrater.

10=1+9 1 och 9 &r tiokamrater
10=2+8 2 ar tiokamrat med 8
10=3+7 3 och 7 ar tiokamrater
10=4+6 6 ar 4:ans tiokamrat
10=5+5 5 ar tiokamrat med sig sjalv
10=6+4 4 ar 6:ans tiokamrat
10=7+3 3 ar 7:ans tiokamrat
10=8+2 8 och 2 ar tiokamrater
10=9+1 1 &r 9:ans tiokamrat

Tva tal ar tiokamrater om deras summa ar lika med tio.
(Det finns fler tiokamrater, faktiskt oandligt manga, men ovanstaende ar alla som

kan formuleras med tva positiva heltal som termer.)

Precis som i exemplet ovan sa kan god kdnnedom om tiokamrater underlatta vid

huvudrakning med tiotalsdvergang.

Exempel. 9+8=9+(1+7)=(9+1)+7=10+7 =17

Har l1&nar vi nians tiokamrat, dvs ettan, frn andra termen atta.

14
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Subtraktion av positiva heltal

Addition innebér att lagga till. Subtraktion innebér att ta bort.

Exempel. Jag har 5 kr och handlar for 3 kr. Da har jag 5-3 = 2kr kvar.

Vi ska visa tva satt att resonera sig fram till detta svar.

1. Borttagningsmetoden

Vi kan réakna ut 5-3 =2 genom att utga ifran 5 och ta bort 3.

) @@@@@ B @@@ ) @@

Att ta bort 3 kan pa tallinjen tolkas som att backa 3 steg, dvs att folja 3-pilen
baklanges.

lllustrationav 5-3=2 :

Forst +5

I A

backa 3

cesscsccsccdeccccce

Sedan -3
+2

Aterstar: +2

ceseceescces

15
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2. Utfylinadsmetoden

Vi kan réakna ut 5-3 genom att utgd ifran andra termen 3 och fylla ut (rékna upp)
till forsta termen 5: Fran 3 till 4 &r det ett steg och fran 4 till 5 &r det ett steg.
Alltsa ar det 2 steg fran 3 till 5. Darmed ar 5-3=2.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Man far sjalv véalja vilken metod man vill anvanda nar man beréknar en
subtraktion. Ibland passar borttagningsmetoden bast, ibland &ar det smidigare att
anvéanda utfyllnadsmetoden.

Exempel. Vikan anvanda borttagningsmetoden fér att berdkna
269 -144 =269-100-44=169-40-4=129-4 =125
Kanske klarar du att direkt "se” svaret (269 —144 =125) men det kan &nda vara

bra att trana pa att skriva utforligt.

Exempel. Vikan anvanda utfylinadsmetoden for att berdkna
237-89=11+100+37 =148

Forklaring: Fran 89 till 100 ar det 11, fran 100 till 200 &r det 100 och fran 200 till

237 ar det 37.

100 37

11

4
A

0 100 200 :
89 237

16
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En termometer paminner pd manga satt om en tallinje.

Exempel. En morgon i maj &r det bara 5 grader varmt. Mitt pa dagen har

temperaturen hojts till 19 grader. Hur mycket har temperaturen hojts?

Temperaturdifferensen kan representeras med en talpil:

-10 5 0 +5 +10 +15
-10 5 0 +5 +10 +15
7
19-5=14

Temperaturen har alltsd hojts 19 -5 =14 grader.

17
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Nagra olika satt att rakna subtraktion

For subtraktion finns det minst lika manga satt att rakna som for addition.

Exempel. Borttagningsmetoden kan anvandas i flera steg.

348 -291=348-200-90-1
=148-90-1
=58-1
=57

Exempel. Vikan berdakna 348 —291 med utfylilnadsmetoden. Forst behovs 9 for
att komma fran 291 till 300, sedan behdvs ytterligare 48 fran 200 till 348:

348 -291=9+48 =57

Exempel. Ett tredje sétt ar att skriva om talen sa att subtraktionen blir enklare. Vi
kan fa 300 istallet fér 291 om vi adderar 9. Om vi gor detta maste vi samtidigt
addera 9 till 348, annars ar ju inte uttrycken lika.

348 -291=(348+9)—-(291+9)

=357 -300
=57

Om vi anvander metoden ovan vid subtraktion maste vi komma ihag att addera

lika mycket till den ena termen som vi adderar till den andra termen.

Exempel. | denna uppstallning subtraherar talsorterna var for sig (ental, tiotal,
hundratal). | detta fall behdver vi "lana” nar vi ska subtrahera tiotalen. Fran de 3

hundratalen l&nar vi ett hundratal, som ar 10 tiotal. Aterstar d& 2 hundratal.

210

348
— 201

57

Ibland &ar en av dessa metoder effektivare &n en annan. Prova ibland att anvanda
flera metoder och forsok identifiera fordelar och nackdelar, sa att du lar dig vilken
metod som passar bast beroende pa vilka tal som ska subtraheras.

18
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Multiplikation av positiva heltal

Fem veckor, hur manga dagar &r det?

Eftersom varje vecka har 7 dagar ar svaret naturligtvis
7T+7+7+7+7=35

Vi kan mer kortfattat uttrycka svaret som en multiplikation:
57=35

Det finns manga satt att tolka produkten 57 =35 med bilder. Vi visar tre sétt.

1. Om vi har 5 grupper med 7 i varje sa har vi totalt 57 =35 stycken.

2. En chokladkaka som har 5 rader med 7 bitar i varje har totalt 5[7 =35 bitar.

N

N
7

7

Lagg marke till att vi aven kan tanka oss att chokladkakan bestar av 7 rader med
5 bitar i varje. Bade 7% och 5[7 ar alltsa lika med 35.

3. Vi kan tolka 57 pa tallinjen med 5 stycken 7-talpilar lagda efter varandra.

+7 +7 +7 +7 +7

N N N N
7 7 7 7

N

0 7 14 21 28 35

19
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Varje upprepad addition kan skrivas som en multiplikation.

Exempel. Uttryck med en multiplikation antalet dagar i 239 veckor.
Varje vecka innehaller 7 dagar. Antalet dagar i 239 veckor ar da
7T+7+7+---+7=239[7
Alternativt kan man tanka sig att var och en av de 7 veckodagarna aterkommer
239 ganger, vilket leder till uttrycket
239 +239+239 +239 +239 +239 +239 =7[239

Lagg marke till att vi, precis som i foregaende exempel med 57 =75, far
samma resultat om vi byter plats pa faktorerna:
239 [7 =7 [39

Vi kan rékna ut produkten pa foljande satt:
7[239=7[(200+30+9)=7[200+7[B0+7[®=1400+210+63=1673

Nar vi gor denna utrdkning anvander vi oss av det faktum att multiplikationen ar
distributiv (6ver addition), dvs multiplikation av ett tal med en summa kan skrivas

som en summa av termer dar talet multipliceras med varje term i summan.

For alla positiva heltal a, b och ¢ galler:
Kommutativa lagen : alb=bla
Distributiva lagen : al(b+c)=alb+alc

(Senare ska vi se att bada dessa lagar faktiskt galler for alla reella tal.)

Vi kan bekrafta att distributiva lagen aven galler med fler termer inuti parentesen:
al{b+c+d) =allb+(c+d))
zalb+allc+d)
—alb+alc+ald
Regeln ar ocksa rimlig om vi tolkar den i praktiken: 7 stycken tipsrader med 10
ratt som vardera ger 239 kr ger totalt 7 (200 kr, 7 [(BO kr och 7 [® kr.

20
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Nar talen a, b och c alla &r positiva, kan vi tolka distributiva lagen med bilder.

Arean av en rektangel ar ju basen ganger hojden. | den hogra bilden nedan har
vi tva mindre rektanglar med areorna alb och alt. Sammanlagda arean ar da
alb+alt. | den vanstra bilden ar arean al{b+ c). Areorna i bada bilderna &r
lika stora, dvs

allb+c)=alb+alt

a a(b+c) a| alb ale

b+c b C

Pa motsvarande séatt kan vi tolka

allb+c+d)=alb+alc+ald

a a(lb+c+d) al alb alt ald

b+c+d b c d

Vi kan pa samma sétt tolka foljande regel, som uttrycker att vi kan multiplicera

tva summor genom att multiplicera varje term i forsta faktorn med varje term i

andra faktorn och sedan addera produkterna:
(a+b){c+d+e)=alc+ald+ale+blc+bld+ble

bl blt bld b Ce
a+b (a+b){c+d+e) Al am am ame
ctd+e c d e

21
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Vi har formulerat distibutiva lagen al{b+c) =alb+alt med en ensam faktor a

till vanster om parentesen. Eftersom multiplikation &r kommutativ, sa att
allb+c)=(b+c)la, alb=blh och alt =c A, sa kan vi skriva om distributiva

lagen med den ensamma faktorn till hdger:
(b+c)la=bla+cla

Vi bekantar oss med de distributiva lagarna
allb+c)=alb+alt och (b+c)la=bla+cla

genom att visa hur de kan anvandas for att berakna produkten 239 [57 .

Exempel. 239057 =239[(50+7)
=239 50 +239[7
=(200+30+9)[B0+(200+30+9) [T
=20030+3050+9B0+2007r+307+9Ll7
=10000 +1500 +450 +1400 +210 +63
=11950 +1673

(=11900 +1600 +50 + 73 =13500 +123)

=13623

(Uttrycket som visas inom parentes ar ett mojligt satt att utféra additionen.)

Exempel. Alternativt kan vi berédkna produkten enligt (den tidigare namnda)

regeln att varje term i forsta faktorn multipliceras med varje term i andra faktorn:

23957 =(200+30+9)(50+7)
=20030+2007+3050+307+9B0+9L¥
=10000 +1400 +1500 + 210 + 450 + 63
=12900 +723
=13623
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Nagra olika satt att rakna multiplikation

Alla metoder for multiplikation bygger pa att man kan (atminstone) till och med
9:ans multiplikationstabell.

5|6 (78|09
5|16 |7]8|9
10|12 |14 | 16 | 18
12 | 15|18 | 21 | 24 | 27
12 116 |20 | 24 | 28 | 32 | 36
101520 25|30| 35|40 |45
12118 |24 |30 |36 |42 |48 | 54
14 121 |28 35|42 |49 | 56 | 63
16 |24 |32 140 |48 |56 | 64 | 72
18|27 |36 |45 |54 63| 72|81

O O W W

| O A N DN

O 0 N| O g &~ W N =
O 0| N| O g | Wl N | B

Exempel. Med hjélp av tabellen kan vi berdkna 7 (500 = 3500 :
"Sju ganger fem hundra &r lika med trettiofem hundra”

Vi kombinerar alltsa tabellens 7[5 =35 med kunskap om talens storleksordning.

For flersiffriga faktorer tillampar vi regeln att varje term i forsta faktorn

multipliceras med varje term i andra faktorn.

23957 =2 "Alla multipliceras ~ ~° 200 30 9

med alla” W/

| forra avsnittet inledde vi berakningen sa har:

239[B7 =(200+30+9)[{(50+7)
=200®0+200T +30B0+30[F+9B0O0+97
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Nar faktorerna ar flersiffriga kan man organisera rakningarna med nagon form av

uppstallning.
Vi ska visa tva effektiva uppstaliningar fér multiplikation. Den forsta kanske du
kanner igen medan den andra anvandes for flera hundra ar sedan (darmed inte

sagt att den skulle vara samre!).

Exempel. "Traditionell” uppstéllining.

@9
7 Dessa
_ utrékningar
63 ; go behodver inte
210 skrivas ut.
1400 7200
450 S0
1500 5030
+10000 50200
13623

Exempel. Har ska vi anvanda en "gammal” uppstéllning, den sa kallade jalusi-
metoden. Vi visar hur den kan anvandas for att rakna ut 239 (57 .

Steg 1: Rita upp ett rutménster med 3x2 rutor.
2 3 9

Steg 2: Multiplicera siffrorna som hor till varje ruta, skriv tiotals-
siffran dver det sneda strecket och skriv entalssiffran under.

2 3 9

O ZIAVAIE

1421637
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Steg 3: Addera talen diagonalt, exempelvis 4+5+2+4 =15.

Nu ska vi tolka resultatet. Vad betyder 15? Forsta termen 4 kan tolkas i relation
till 9 (60 = 450, dvs 4:an representerar 400. Andra termen 5 hor till
30 50 =1500, dvs 5:an representerar 500.

Term | Tal i rutan | Multiplikation | Produkt | Termens varde
4 45 9150 450 400
5 15 3050 1500 500
2 21 307 210 200
4 14 2007 1400 400

Alla talen 4, 5, 4, 2 pa den aktuella diagonalen representerar alltsd hundratal .

Varje diagonal representerar en viss storleksordning.

170|755

7 5\ Val21|8s|7

tiotusental 2
15 712 7 3
tusental
hundratal / ental
tiotal

Vi kan nu dra slutsatsen att
239 57 =10000 + 2000 +1500 +120 +3 =13623
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Jamfor garna jalusimetoden med den traditionella, som innehdller samma sex

inledande multiplikationer. Skillnaden ligger i séttet att bokféra multiplikationerna.

@9
—_C
63 70
210 730
1400 7200
450 S0
1500 50030
+10000 50200
13623

Vi avslutar detta avsnitt med ett lite speciellt exempel, som visar att det kan lI6na
sig att tanka efter innan man multiplicerar ihop faktorer.

Exempel. Berékna produkten 2[2[2[BHB 5T .
Losning 1. Vi raknar fran vanster till hoger.

222BBBTF=423BBHBIT=8BBBIT=240B0B1T=12005 =
=600 [T =4200

Losning 2. Vi forenklar genom att sammanfora faktorer 2 och 5.
2R22BHBHBIT=20HRBREBI=100006F =4200
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Faktorisering och primtal

Eftersom 23 =6 sa ar 6 =2[B. Att skriva 6 som 23 kallas att faktorisera 6.
Faktorisering innebar alltsa uppdelning i faktorer. Det finns andra faktoriseringar
av 6, exempelvis 1[6 och 3[21.

6=2[3 6 =106

Om vi bara far valja faktorer bland de positiva heltalen, s& kan talet 7 faktoriseras
enbart som 1[7 och 7[1.

7 =107
For vissa av heltalen 2, 3, 4, ... galler att varje faktorisering av talet i positiva
heltal maste innehalla talet sjalvt som en faktor. Ett sddant tal kallas primtal.
Talet 7 ar darmed ett primtal, medan 6 inte ar ett primtal. De minsta primtalen ar
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23 (vilket ar nasta?). Utifran bilderna ovan skulle man

kunna saga att primtalen ar "avlanga tal”.

En egenskap (som vi inte bevisar har!) hos heltalen 2, 3, 4, ... ar att vart och ett
av dessa tal antingen ar ett primtal eller kan skrivas som en produkt av primtal.
Exempelvis kan vi skriva

126 =263 =2B[R21=23BBIT

Vi arbetar med faktoriseringar av denna typ framst for att starka taluppfattningen
och begreppet multiplikation, men ocksa for att trana tolkning av matematiska
definitioner (vilka tal &r primtal och vilka ar det inte, utifran definitionen ovan?).
Vidare kravs ett visst matt av intellektuell aktivitet ("hjarngympa”) for att klara ut
faktoriseringar, det gar inte bara att rakna utan kraver en hel del eftertanke.
Senare ska vi se att det ocksa finns en nara koppling mellan faktorisering och

rakneséattet division.
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KAPITEL 2

BRAK OCH DIVISION
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Begreppet brak

Om ett markomrade pa 15 tunnland ska delas upp i 3 lika stora delar, sa inser vi

snhabbt att det blir 5 tunnland i varje del.

15 tunnland

© W

5tld

5tld

5tld

© O O

Om ett mindre omrade pa 2 tunnland ska delas i 3 lika stora delar, sa kan vi inte

lika enkelt reda ut hur mycket var och en ska fa. Vi kan borja med att markera de

bada tunnlanden. Sedan delar vi in varje tunnland i 3 lika stora delar. Dessa

mindre delar kallar vi tredjedelar.

2 tunnland

1 tunnland

1/3

1/3

1/3

1 tunnland

1/3

1/3

1/3

©®W W

De tre lika stora delarna innehaller vardera tva stycken tredjedelar, vilket kan

skrivas antingen

som en summa, en tredjedel plus en tredjedel -

WOV O 00

eller som ett enda uttryck, tva tredjedelar :

En tredjedel av tva tunnland &r alltsa tva tredjedels tunnland. Det finns inget

enklare satt att uttrycka svaret.

WIN W

+
Wl

| ovanstaende resonemang ar enheten (tunnland) viktig. Slutsatsen ar ju att var

och en ska fa tva tredjedels tunnland, inte tva tredjedelar av vad som helst.

Uttrycket % representerar har en del av ett helt tunnland.
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Hela uttrycket % kallas brak, 2 ar brakets téljare och 3 ar brakets ndmnare.

2 taljare

3 namnare

strecket mellan dem kallas brakstreck

Ett brak bestar av en téljare ("tak”) och en namnare ("nere”), som skiljs at av ett
brakstreck. | ett brak skall bade taljare och namnare vara heltal och namnaren far

dessutom inte vara lika med noll.

Braket kan uppfattas som ett sjalvstandigt ta/ pa tallinjen:

..Ex).._—. eeee

i
2

g
I..A —

|
6
3

oo|o_

] 1
4 5 r 8
3 3 3 3

W+~ —
w| N -

Lagg marke till att tre tredjedelar ar lika mycket som en hel, sex tredjedelar ar lika
med tva hela och nio tredjedelar ar lika med tre hela:

§:1 §:2 9:3
3 3 3

Varfor ar det sa? Jo, vi sager att tva tal ar lika om de har samma position pa

tallinjen (samma "varde”). Darfor galler ovanstaende likheter.
Tallinjens gradering kan anpassas efter brakets namnare.

Exempel. Nedan har vi graderat en tallinje i sjundedelar och markerat nagra brak

med namnaren 7. Vi kan lagga marke till att % =2.

5 9 1 19 2

7 7 7 7 7
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII >
0 1 2 3 4 5
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Exempel. Vi diskuterar braket % bade som del av en hel och som ett tal.

1) "En hel” kan vara vad som helst som kan delas upp i fyra lika stora delar, t ex

en rektangel. Tre fjardedelar (av den hela) motsvarar da tre sadana delar.

1 = 2
4

1 hel = 4 fjardedelar

AW

2) Om du skar ett apple i fyra lika stora bitar och satter ihop dem sa har du

motsvarande ett helt &pple). Tre sddana bitar utgor tre fijardedels apple.

p = 2
4

1 hel = 4 fjardedelar

AW

3) Aven tallinjen kan delas in i fjardedelar, genom att utrymmet mellan tva pa
varandra féljande heltal delas in i fyra lika stora delar. Talet tre fjardedelar har sin
plats vid den tredje fjardedelsmarkeringen till hdger om nollan. Vi kan aven

representera talet med en talpil.

3

4
I | | | I | | | I | | | I | | | I | | | I )
0 1 2 3 4 5
—
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Stambrak

En storhet &ar produkten av ett tal och en enhet (méatetal och mattenhet).

Exempelvis ar

3m=31m 3kr =3 [kr 3kg =3[1kg

(3

Talet 3 framfor enheten sager oss hur manga vi har av enhetens storlek.

P& motsvarande satt kan vi tolka braktal:

E:SG]; §:3|3]; i:SGi
4 4 7 7 10 10
112
4 (4|4

Taljaren 3 anger antalet och ndmnaren (4, 7 respektive 10) bestammer storleken.
Analogin med andra storheter blir &nnu tydligare nar vi laser ut braken:

tre fjardedelar tre sjundedelar tre tiondelar
Vi kan da enklare jamfora med
tre meter tre kronor tre kilogram

Enligt samma princip som vi kan téanka oss att 3 m bestar av 3 st 1-metersbitar
(3m=30m =1m+1m+1m) kan vi uppfatta % som bestaende av 3 st
fijardedelar:
230 =
4 4

+ =+

AR
NG
NG
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Den sista likheten foljer ett kédnt monster, multiplikation med ett positivt heltal kan

alltid tolkas som en upprepad addition:

jamfér 3 =l+1+1 med 3[B8=8+8+8 och 3k=x+x+Xx
4 4 4 4

- 3 =
4

Bl
AR
N

Observera att ett SLOI'T@ tal i namnaren ger en mindre €nhet.

o1 : L1 h s i
Exempelvis ar 15 en mindre enhet &n = eftersom 15 &r storre &n 5 (om man

delar en hel i 15 delar blir ju delarna mindre &n om man delar i 5 delar).

1
1
5

Stambrak

Brak med en etta i téljaren kallas stambrédk. Dessa ar alltsa av

typen 1 exempelvis ar % ett stambrak. Varje brak kan skrivas
n

som en produkt av ett positivt heltal och ett stambrak enligt

Exempel: 3. 3 [—11
4 4
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Addition av brak med lika namnare

Fem meter plus tre meter ar atta meter.
Fem kronor plus tre kronor ar atta kronor.

Femhundra kronor plus trehundra kronor &r attahundra kronor.

Nar termerna har samma enhet kan vi addera matetalen och svara i den

gemensamma enheten.

Exempel. Pa en forskola forbereds infor en fruktstund. Varje apple skars upp i
fyra lika stora bitar. Barnen far ata s@ mycket de orkar. Lisa ater 5 bitar och Sven
ater 3 bitar, dvs Lisa ater 5 fjardedels apple och Sven ater 3 fjardedels &pple.
Tillsammans ater de 8 fjardedels apple (vilket rakar motsvara precis 2 hela
applen). | detta exempel ar enheten "fjardedels apple”.

Réakning med fjardedelar fungerar som rakning med vilken enhet som helst. En
skillnad &r att det finns ndgon annan enhet (i exemplet "ett &pple”) som man tar

fijardedelar av. Vi har da tva naturliga enheter: "fjardedels apple” och "helt &pple”.

1) 5 fjardedelar plus 3 fjardedelar visat i enheten “en fjardedel” (fjardedels apple):

2) 5 fjardedelar plus 3 fjardedelar visat i enheten "en hel” (helt apple):

SO ©- O

Symboliskt kan vi skriva %+ —=——=— (=2)
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Nar bada termerna har samma namnare sa kan vi addera braken genom att

addera taljarna och behalla den gemensamma namnaren.

Denna regel géller for alla positiva heltal a, b och c.

(Senare ska vi se att regeln galler for alla reella tal, utom namnaren 0.)

Att berakna summan av tva brdk med samma namnare ar lika enkelt som att
berdkna summan av tva positiva heltal. Om taljarna ar 3 och 4 behdver vi bara

berdkna summan 3+4=7.

Exempel. —=——=—

Exempel. —+—=—-—-=—

3 tjugondelar plus 4 tjugondelar &r lika med 7 tjugondelar

Regeln galler aven for addition av flera brak.

9 2 5 9+2+5 16
Exempel. —+—+—=———="+

10 10 10 10 10
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Forlanga och forkorta

Vilket ar mest, tre halva applen eller fem fjardedels &pple?
Vi kan ganska snabbt reda ut fragestallningen med hjalp av bilder.

A RYAN
NN

Vi ser direkt att % (bilden till vanster) ar mer an % (bilden till hoger).

Symboliskt kan vi reda ut detta genom att skriva om de tre halvorna som sex

fijardedelar:

| exemplet ovan passade det att gbra om halvorna till fjardedelar (eftersom det
andra talet var uttryckt i enheten fjardedelar). | andra situationer kan vi behéva

omvandla till andra enheter. Exempelvis kan vi skriva

eller —=—="—
4 4

Varfor far vi géra sa? Jo, om vi (bilden till vanster) multiplicerar med 5 i
namnaren sa far vi en 5 ganger mindre enhet , tiondelar. Eftersom enheten ar 5
ganger mindre maste vi ta 5 ganger s@ manga delar , 15 stycken istéllet for 3,
for att fa ett lika stort tal. Motsvarande galler bilden till hoger.
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3_ 3B _15

Vi kan aven tolka omskrivningen — = —— == med f6ljande bild.
2 26 10
0 1 2 3 4
2 2 2 2
| | | |
| I I [T T T T T T T T T T 7§
i 1 | 1
0 5 10 15 20
10 10 10 0

Omskrivningen ovan kan jamforas med enhetsbytet nar 2 m uttrycks som 20 dm.
Nar enheten blir 10 gadnger mindre (dm)
sa maste vi kompensera for detta genom att

ta 10 ganger fler delar (20 istéllet for 2).

m 1m m

O —— o
———

2
|
[ 1
1
0dm

0dm 10 dm 2

Ibland gor vi tvartom, dvs valjer den stérre enheten och skriver 20 dm =2 m.
Nar enheten blir 10 ganger storre (m)
sa maste vi kompensera for detta genom att
ta 10 ganger farre delar (2 istallet for 20).

Jamforelsevis géller att en 3 ganger sa stor enhet kraver 3 ganger farre delar.
Exempelvis géller det att

6 6/3 _2 ., 2 _2[B_6
—=——== Omvant: = ==——=—
15 15/3 5 53 15
21 21/3 _ 7 . 7 73 21
—=———=— Omvant; —=——=—=
30 30/3 10 10 1003 30

Att (som till héger) multiplicera med samma tal i taljare och namnare kallas att
forldnga braket. Att som i utrakningarna till vanster dividera med samma tal i

taljare och namnare kallas att férkorta braket.
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Forkortning behover inte utféras genom division utan kan aven utforas via

faktorisering, dar vi later lika faktorer i taljare och namnare ta ut varandra.
6 23 _2@B_2

30 103 10& 10

Nar taljare och namnare inte har nagra gemensamma faktorer sager vi att braket
ar skrivet i enklaste form:

% ar enklaste formen av i

% ar enklaste formen av é

e o a_ale 3_30 _15
Forlangning av brak : —=— Exempel: —=——=—
b ble 2 2B 10
Forkortning av brak: ate _a Exempel: 15 _15/5_3
ble b 10 10/5 2

Dessa regler galler for alla positiva heltal c.
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Jamforelse av brak

Forlangning kan, precis som i inledningen av férra avsnittet, anvandas som

hjalpmedel vid jamforelse av tva brak.

Exempel. Vilket tal ar storst, % eller i—;?

| detta fall kan vi omvandla tredjedelarna till tolftedelar genom att férlanga med 4:

773 _28
3 34 12
28 . .. . 27 7 28 .. 1 . .27
Eftersom — ar stérre an —, och — =—, sa ar — stdrre an —.
12 12 3 12 3 12

Vi kan bekrafta slutsatsen genom att jamfora talen pa tallinje: Vi ser att 3 ligger

I 27 Y G .27
till hdger om —, alltsa ar — storre &n —.
12 3 12

.
3
I | | I | | I \Il/ | I | | I | | I >
0 1 2 3 4 5
0 1 2 M 3 4 5
27
12

| exemplet ovan kunde vi omvandla tredjedelar till det andra talets enhet,
tolftedelar. | nasta exempel soker vi en gemensam enhet for bada talen.

Exempel. Vilket tal ar storst, 37 eller 29 ?
15 12

Vi borjar med att bestimma en gemensam enhet for femtondelar och tolftedelar.
Forst skriver vi upp de heltalsnamnare som kan bli aktuella for de bada talen:
15: 15, 30, 45, 60, 75, ...
12: 12,24, 36, 48, 60, ...
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Talet 60, som &r det minsta tal som finns i bada listorna, ar den minsta

gemensamma multipeln fér 15 och 12. Vi har fatt fram 60 pa tva satt, dels som
154 och 12 % . Vi kan da skriva

0
15 1504 60 12 125 60
148 , .. . 145 . 37 . . 29
Eftersom 50 ar storre an 50’ sa ar — storre an —.

Ett annat satt att komma fram till ndmnaren 60 ar att dela upp namnarna 15 och
12 i faktorer. Vi kan skriva 15 =3[% och 12 = 3[4 . Da ser vi att bade 15 och 12
"ryms” (som faktorer) i produkten 35 [4 =60 (15 och 12 ar faktorer i 60).

Talet 60 ar minsta gemensamma multipel (MGM) for talen 15 och 12. Man kan
skriva

MGM (1512) =MGM (35,3 @) = 35 & = 60

behall sa fa faktorer som mgijligt, sa att
15 och 12 anda ryms i produkten

Exempel. MGM(22B5BH,2R2R2BT)=2R22BHGBIT =1010067 =4200
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Addition av brak med olika namnare

Vi borjar med tre exempel, som ska leda oss in mot det tankesétt vi behdver

anvanda oss av nar vi ska addera tva brdk med olika nAmnare.

1. Vad &ar 2 meter plus 3 meter?

Svar: 5 meter.

2. Vad ar 2 meter plus 3 decimeter?
Svar: 2m +3dm =20dm +3dm =23dm (eller 2m +0,3m =23m).

3. Vad ar 2 Euro plus 3 kronor?
Har maste vi valja enhet. Kanske ar det en amerikan som vill veta hur mycket
han har i enheten USD. Om 1€ = 1,2USD och 1SEK = 0,15USD, sa &r
2€ + 3SEK = 2[1€ + 3[ASEK
= 201,2USD + 3 [015USD
= 2,4USD +0,45USD
= 2,85USD
Svar: 2,85 USD

Nu over till brakrakningen.
Vi ska berdkna summan

1 1
4+

2 3
Uppgiften kan tolkas med bilder:

En hel: I |

En halv: I [ |

En tredjedel: | |
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Annu ar det inte sjalvklart hur vi ska uttrycka svaret i brakform. Vi ritar in nagra

linjer mellan bilderna, sa att de kan jamforas med varandra.

En hel:

En halv:

En tredjedel:

| bilden ovan har vi delat in den hela i 6 delar. Den halva bestar av 3 sadana
delar och tredjedelen bestar av 2 delar. Detta syns tydligare i bilden nedan.

En hel: [ [ [ I [ [ |

En halv: [ [ [ [ [ [ |

En tredjedel: I I [ [ [ [ |

Varje liten ruta motsvarar en sjattedel. Den nedersta bilden visar fem sjattedelar.
Alltsa ar

1,1.5

2 3 6
Vi kan sammanfatta resonemanget sa har:

Uppgiften ar att addera en halv och en tredjedel

Halvan byts ut mot 3 sjattedelar

Tredjedelen byts ut mot 2 sjattedelar

Summan av 3 sjattedelar och 2 sjattedelar ar 5 sjattedelar

Vi kan genomfdra additionen effektivt med en enda utrakning:
111[31[2323+25

232[33[26666
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Ett annat satt att visa utrakningen med bilder ar att dela en rektangel pa langden

och pa tvaren i 2 respektive 3 delar, varefter rektangeln delas pa bada satten.

oW

N |
Wl
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Addition av brak med olika namnare

Fem meter plus tre decimeter ar naturligtvis inte lika med atta meter. Enheterna
meter och decimeter &r ju olika och darfor kan matetalen fem och tre inte
adderas rakt av. Vi kan addera storheterna fem meter och tre decimeter genom

att valja en gemensam enhet, exempelvis meter eller decimeter.

Ldsning 1, enhet meter: 5m+3dm=5m+0,3m=53m

Ldsning 2, enhet decimeter: 5m+3dm=50dm+ 3 dm=53dm

Exempel. Hur mycket ar tre halva plus fem fjardedelar?
Vi valjer en gemensam enhet, i detta fall fjardedelar, och berédknar sedan
summan genom att addera de nya téaljarna:

3 5 32 5 _ 6 5 _11

242[24444

7,27 704 27 _28 27 _55
Exempel. S i R P i
3 12 34 12 12 12 12

37 29 37E4 290 _148 145 _293

Exempel.
15 12 1502 12[5 60 60 60

| det sista exemplet hade vi lite hjalp av att vi tidigare har listat ut att 60 ar en

lamplig gemensam namnare for de bada talen.
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Addition av brak med olika namnare

5 meter plus 3 meter &r 8 meter. 5 decimeter plus 3 decimeter ar 8 decimeter.

Men vad ar 5 meter plus 3 decimeter? Om vi véljer att rdkna i enheten decimeter

far vi 50 decimeter plus 3 decimeter, som ar 53 decimeter.
Motsvarande enhetsbyte gor vi nar vi adderar brak med olika namnare.

Exempel. Ett halvt apple plus ett fjardedels &pple ar tre fjardedels apple.

Den streckade linjen antyder att halvan tolkas som tva fiardedelar. En halv plus
en fjardedel ar lika med tva fiardedelar plus en fjardedel, vilket ar lika med tre
fljardedelar. Vi kan skriva

1 1_ 2 1 2+1 3

244444

Nar vi byter enhet fran halva till fjardedelar maste vi ta dubbelt s& manga delar.
7 5[2 7 10 7 _10+7 17

Ibland passar inte enheterna ihop
Femhundra kronor plus trehundra kronor &r attahundra kronor.

Nar termerna har samma enhet kan vi addera méatetalen och svara i den

gemensamma enheten.
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Exempel. P& en forskola forbereds infor en fruktstund. Varje apple skars upp i

fyra lika stora bitar. Barnen far ata s@ mycket de orkar. Lisa ater 5 bitar och Sven
ater 3 bitar, dvs Lisa ater 5 fjardedels &pple och Sven &ter 3 fjardedels apple.
Tillsammans ater de 8 fjardedels apple (vilket rakar motsvara precis 2 hela

applen). | detta exempel ar enheten "fjardedels apple”.

Rakning med fjardedelar fungerar som rakning med vilken enhet som helst. En
skillnad &r att det finns ndgon annan enhet (i exemplet "ett &pple”) som man tar

fjardedelar av. Vi har da tva naturliga enheter: "fjardedels apple” och "helt pple”.

1) 5 fjardedelar plus 3 fjardedelar visat i enheten "en fjardedel” (fjardedels apple):

ARD , AR . AARN
2B D DBAAD

2) 5 fjardedelar plus 3 fjardedelar visat i enheten "en hel” (helt &pple):

Symboliskt kan vi skriva %+% =283 .8 (=2)
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Multiplikation av brak

Nar bada faktorerna i en produkt ar positiva heltal har vi manga satt att tolka
produkten. Exempelvis har vi sett att 57 =35 tolkas som antalet i fem grupper
med sju i varje grupp, som en upprepad addition av fem stycken sjuor eller som

antalet rutor i en chokladkaka med fem respektive sju rader pa sidorna.

Om forsta faktorn &r ett positivt heltal kan vi tillampa principen med upprepad
addition, oavsett vilket tal (eller storhet) vi har i andra faktorn.

Exempel. Fem sackar som vardera vager sju kilogram vager tillsammans
507 kg =35 kg

"Fem ganger sju kilogram ar trettiofem kilogram.”

Exempel. Fem veckor (som vardera innehdller sju dagar) innehaller tillsammans
5[7 dagar = 35 dagar

"Fem ganger sju dagar ar trettiofem dagar.”
Samma princip kan vi anvanda dven om andra faktorn ar ett brak. Exempelvis ar

7+7+7+7+7 50 _35
3 3 3

5[.|7_:Z+Z+Z+Z+Z:
3 3 3 3 3 3

"Fem ganger sju tredjedelar ar trettiofem tredjedelar”

Regel for multiplikation av heltal med brak:

aDg:@ Exempel: 5 S0 (:§)
c c 3 3 3

Regeln galler for alla heltal a, b och ¢ (utom ¢ =0)
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Vad gor vi om aven forsta faktorn ar ett brak? Vad betyder exempelvis %% ?

De tva forst namnda forklaringsmodellerna med grupper respektive upprepad
addition fungerar inte nar forsta faktorn inte ar ett positivt heltal. Vi provar
chokladkakemodellen. Hur manga rutor far vi om vi skar kakan sa att vi far fem

fjardedels rad at ena hallet och sju tredjedels rad at andra hallet?

ﬁ

2

Ao

-
1

o
|_\
N

Wi~ —>
w

Det blir lattare att se hur vi ska besvara fragan om vi delar in kakan i mindre bitar.

ﬁ

2
1
5
4
0 >
0 1 2 3
!
3

Varje stor ruta ar nu uppdelad i 4 (B =12 mindre rutor. Varje liten ruta ar en
tolftedel av en stor ruta. Antalet smarutor &r 57 = 35. Smarutorna tillsammans

ar darmed 35 tolftedelar av en stor ruta.
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Vi kan darmed skriva

57_50_35

43 4@ 12

Regel for multiplikation av tva brak:

EEE:@ Exempekg :ﬂ (:3_5)
b d bl 4 3 403 12

Regeln galler for alla heltal a, b, ¢ och d (varken celler d far vara
lika med noll)

Ett vanligt forekommande fel vid multiplikation av typen a Els ar att bade taljare

y . . ale , . . . alet
och ndmnare multipliceras med a, vilket ger P (ratt svar ar ju T)'
a

Man kan undvika detta fel genom att tillampa regeln for multiplikation av tva brak,
aven nar forsta faktorn ar ett heltal. Da far vi
a E-IE _ale _ale

a = ik Sl

d 1d 1 d

42_42_8

Exempel. 4&2
3 13 13 3

Den som har forstatt principen att "4 ganger 2 tredjedelar &r 8 tredjedelar” kan

naturligtvis fortsatta rakna med den (enklare) férsta regeln, enligt
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Division av positiva heltal

Det finns flera satt att hantera division. Vi visar utifran ett exempel.

Exempel. Tre personer ska dela upp 24 samlarbilder sa att alla far lika manga.

Var och en far da 23—4 =8 bilder.

Vi kan tolka svaret pa (atminstone) tva olika satt.

Delningsdivision Innehallsdivision

Vi har 24 bilder. Alla 3 ska fa lika manga.

Vi ska dela upp i 3 hogar. Vi plockar ut 3 bilder i taget.
Da blir det 8 i varje hog. Det ryms 8 st 3:0r i 24.

24 24

Skillnaden i tankesétt beror pa vilket tal vi valjer att utgd ifran. Delningsdivisionen

utgar ifran tdljaren 24, medan innehallsdivisionen utgar ifran ndmnaren 3.

Det finns en omedelbar koppling mellan division och multiplikation, som vi kan

anvanda for att kontrollera utrakningar.
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Exempel. Eftersom 3[8 =24, sa vet vi att 23—4 =8. Vi vet ocksa att 28_4 =3.

3 U8=24

SN

8 3

Exempel. Egon ska dela 268 stenkulor med tre kompisar. Han tror att de far 67
kulor var, vilket ar korrekt eftersom 4 [67 =4 [60 + 4 [7 =240 +28 =268 .

4 [167 =268
@:67
4
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Nagra olika satt att rakna division

Nar bade taljare och namnare &ar sma, kan vi utféra divisioner med huvudréakning.

Vi kan kontrollera svaret genom att multiplicera ndmnaren med svaret.

Exempel. 472 =6 eftersom 7[6 =42.

Aven nar taljaren ar ett stort tal kan vi ha séddan "tur” att namnaren passar val
ihop med taljaren.

Exempel. % :$+%+g =3000+20+1=3021.

Aven har kan vi kontrolimultiplicera: 3 (3021 =9000 + 60 +3 =9063 . Stammer.

Om namnaren ar ensiffrig och taljaren ar sa stor att man inte direkt ser vad

kvoten blir, kan man anvanda sig av kort division.

Exempel. Vi ska utféra divisionen 4752 med kort division.

Tusental:

3gar2ggri? 7 7 7
29gr34ar6 = =2 =2
1 kvar

Hundratal: 1 1 X2

3gar5ggril7 7 7 7

5ggr3aris 3 3 3
2 kvar

Tiotal: 2 5 >
3gar7ggri2l 1: 1. 1:

7 gor 3 &r 21 T3 - T3t T =T
0 kvar

Ental:

3gar3ggri9 - — 9573
3ggr3ar9 3 3

0 kvar
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Om namnaren inte ar ensiffrig kan man anvanda den sa kallade liggande stolen.

Exempel. Vi ska berékna kvoten 4rs2

med hjalp av liggande stolen.

Vi borjar med att skriva 4752 ovanpa stolsitsen och 12 under stolsitsen.

Tusental:
12 rymsintei 4

Hundratal:

12 ryms 3 ggri 47
3ggr 12 ar 36

11 hundratal kvar

Tiotal:

12 ryms 9 ggri 115
9 ggr 12 ar 108

7 tiotal kvar

Ental:

12 ryms 6 ggri 72
6 9ggrl2ar72

0 ental kvar

Fardig uppstallning:

4752

47

115

72

396

4752

—36
1152
—108
72
— 72

53

47

115

12

47
—-36
11

[N
5]

115
-108__

72
— 72
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Ibland gar divisionen inte jamnt ut. Da far vi en rest.

Exempel. 23—5 = % +% =8 +% . Svaret kan skrivas i blandad form som 8% :

En tolkning av utrakningen ovan: Om 3 personer ska dela pa 25 applen, sa far de
8 applen var. Aterstr 1 apple for de 3 att dela pa.

Exempel. Uppstallningen nedan visar att 5977 192%.
192 8
5977 |31 25 |3
81 N —24
5877 kan jamféras med: 1
—279
87
- 62
25

Om vi utfor divisionen 5977

med raknare far vi svaret 192,80645 i decimalform.

En uppstéallning som tillater oss att fortsatta rakna fram decimaler ar den sa
kallade "trappan”. Enda skillnaden jamfort med stolen ar att namnaren skrivs till

vanster, vilket gor att vi kan fylla pA med decimaler till hdger, dvs i taljaren.

192,80645
3155977,00000
—-31
2877
-279
87
— 62
250
— 248
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Att dividera ett brak med ett heltal

Vad &r halften av 6 &pplen? Svar: 3 &pplen.
Vad ar héalften av 6 kronor? Svar: 3 kronor.

Pa samma satt inses att halften av 6 sjundedelar ar 3 sjundedelar:

6
7 _6/2_3
2 7 7

Om vi ska ta halften av 5 blir det lite knepigare.
Halften av 5 applen ar 2 och ett halvt apple.
Halften av 5 kronor &r 2 kronor och 50 ore.

Halften av 5 sjundedelar ar 2,5 sjundedelar:

5
7 _5/2_25
2 7 7

"Tva och en halv sjundedel” &r inget "snyggt” svar. Vi vill garna ha svaret uttryckt

som en kvot av tva heltal, vilket vi far om vi férlanger med 2:

25_252_5
7 72 14

Vi kan gora hela utrékningen effektivare om vi forst forlanger med 2:
5 52 10

7 _ 702 _14 _10/2_5

2 2 2 14 14

Jamfor utrakningen ovan med att ta halften av 5 kr genom att forst vaxla in 5

enkronor mot 10 st 50-0ringar. Halften av 10 st 50-0ringar &r 5 st 50-6ringar.
Division med 2 kan utféras genom att vi dividerar taljaren med 2 eller genom att
vi multiplicerar namnaren med 2. Varfor fungerar bada satten? Jo, nar vi
dividerar taljaren med 2 sa tar vi hélften av antalet. Nar vi multiplicerar namnaren

med tva far vi halva storleken. Bada satten innebar en halvering.

Motsvarande galler division med alla heltal.
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Exempel. Vi ska visa tva satt att berakna en tredjedel av 12 sjundedelar.

12
1) % = @ :; dividera taljaren 12 med 3 (eftersom det gar jamnt ut)
da behaller du samma storlek %
men har férre delar (4 st istallet for 12 st)
12
2) 7 12 _12 multiplicera ndmnaren 7 med 3
3 73 21
da far du en mindre st‘or/ek(zi1 istallet for %)
men behaller samma antal delar (12 st)
(Det andra svaret bor forenklas enligt 12_34_4 )
21 30 7

Exempel. Vad ar en tredjedel av 5 sjundedelar?

1) | berékningen nedan "vaxlar” vi varje sjundedel mot 3 tjugofdrstedelar.
Vi far da 15 tjugoforstedelar (istallet for fem sjundedelar).
En tredjedel av 15 tjugoforstedelar ar 5 tjugoférstedelar:

5 53 15
7 _ 7@ _ 21 _15/3_5

3 3 3 21 21

2) Alternativt kan vi gora enheten en tredjedel sa stor:
5
7 -5 -5
3 73 21
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Att dividera med % och 1

n

Hur manga 25-centiliters glas kan man fylla med en flaska som rymmer 1,5 liter?

Losning: 25 cl ar en fjardedels liter.

1 liter racker till 4 glas. 1,50
1,25
1,00
0,75
0,50
0,25

0,5 liter racker till 2 glas.

1,5 liter racker alltsa till 6 glas.

Uttryckt som en (innehalls-)division av braktal har vi listat ut att

"Det ryms sex stycken fjardedelar i tre halva”

-Ml—\‘r\)\oo
I
o

Losningen byggde pa att vi kunde komma fram till att 1 liter racker till 4 glas.
Vi kan resonera vidare och dra slutsatsen att 2 liter racker till 2[4 =8 glas, 3 liter
racker till 3[4 =12 glas osv, sa att x liter racker till x[# glas.

Detta innebar att vi kan rakna enligt

x

—=x4

N

e 1 ...
Mer generellt, om vi dividerar med ett tal av typen —, sa blir
n

= x[h (1 ryms n gangerien hel och xChgangeri x hela)
n

::H—\‘x
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Att dividera med g

Vi borjar med att utfora divisionen

Detta kan vi gbra genom att tanka innehallsdivision:

Hur manga ganger ryms % i en hel?

1

— av hela
< 1.2

4 5

4
5

Forst ryms det en g Den aterstaende femtedelen &r en fidrdedels g
Alltsa ryms det en och en fjardedels g i en hel, dvs svaret ar

=1+

U'I\-b‘l—\
2R

Vi kan uttrycka svaret antingen i blandad form som 1% eller i brakform som %
0 0 4 .
Exempel. Hur manga ganger ryms = i 3 hela?

Vi vet att % ryms % gangeri 1 hel. % ryms da 3 Bj: ganger i 3 hela.

Vi kan réakna sa har:

3 3B _15 (.3
i F=22=2 =32/
5
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Genom att p& motsvarande satt utnyttja sambandet

oﬂ-h‘
(S RN

5 . ; I :
Talet 2 kallas det inverterade (eller omvénda) talet till . Vi far det inverterade

talet genom att taljare och namnare byter plats.

Varje division med ett braktal som namnare kan skrivas som en multiplikation

med namnarens inverterade tal.

N
N

Exempel.

SN
Il
I

w| o

2
3

-h\l—\‘oo\r\)
w
=

Denna regel kan aven anvandas for att utféra divisioner med heltal.

Exempel. —:—:E[&:E:E:§

Jamfor utrakningen ovan med de vi gjorde tidigare:

6 6
l:%:% och 7 = 6 = 3 :§
2 7 7 2 72 71 7

Man kan kanske fraga sig vilken som ar bast? Svaret ar att alla tre ar bra, bast ar
om man férstar sig pa manga olika satt att hantera divisionen. En férdel med de
nedre &r att vi kan forsta att halvering kan utféras genom att antingen ta halften

sa manga delar (3 istallet for 6) eller genom att halvera storleken pa delarna
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(% istallet for %). En nackdel ar att om vi glommer bort denna tolkning sa kan

principerna vara knepiga att komma ihag. Utréakningen

_6.1_60_30_3

har fordelen att den bygger pa en generell (ganska abstrakt) regel for division av

tva brak, namligen

‘c:r\m

E

o

c
d

Eftersom denna regel ar ganska abstrakt kan det vara bra att ibland (nar det

passar) anvanda nagon av de bada andra reglerna, for att battre forsta vad

divisionen gar ut pa.
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KAPITEL 3

DECIMALTAL
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Matematikhistoria: Talsymboler och talsystem

Genom historien har man haft manga olika sétt att beteckna tal. Vi tar en titt pa
nagra som haft sarskilt stor betydelse for utvecklingen av de tal vi anvander idag.

Manniskan har raknat sedan urminnes tider. Exempelvis har man funnit ett
30 000 ar gammalt vargben med skaror, ordnade i grupper om fem, som tyder pa
att man har raknat nagot med hjalp av skarorna.

Den sa kallade Rhindpapyren fran 1600 f.Kr. innehaller egyptisk matematik fran
pryramidernas tid. Den hittades 1858 och finns pa British Museum i London. Man
raknade med hjalp av foljande tecken:

L A @ i ﬂ e ﬁ 29

ARH
A A
1 10 100 | 1000 | 10000 | 1000001000000 0o oon =

276

Ungefar samtida, ett par tusen ar f.Kr., anvande babylonierna (som levde i
Mesopotamien, mellan floderna Eufrat och Tigris) ett system med symboler for
talen 1-59. Storre tal skrev de genom att kombinera symbolerna, exempelvis
skrevs talet 70 som Y<( vilket vi kan lasa som 22 +22..

11 LY 21 €Y | 31 LY |a &'T’ 51 ﬁ?’
2 LT | 22 &Y |32 VY |« m 52 éﬁv
ERSUSIER SUSEIE S SUSER- g™ e

| P P EF| o
5 LR |5 KT o LS
o | o T |« < | TR | _cm
| B | KT | o
A AR S AL
o T | | BT
PR AR

gl

=]

I

SR EE PR
e
A
4

]

-

ui]

A
A

A
A
A
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Symbolen for talet 1 fick alltsa betydelsen 60 nar den skrevs till vanster om en
annan symbol. Om den skrevs ytterligare ett steg till vanster betydde den

60 (60 = 3600, ytterligare ett steg betydde 60 [60 [60 = 216000 . Fordelen med
att lata symbolens position paverka symbolens véarde var att man kunde skriva
mycket stora tal med ett fatal symboler. Ett exempel:

T « «

103600 +30[60 +11=5411

Det talsystem vi anvander oss av idag kan sagas kombinera egyptiernas och
babyloniernas satt att skriva tal. Fran egyptierna har vi lanat basen 10 och fran
babylonierna har vi lanat idén om att positionen paverkar symbolens varde.

De siffrorsymboler 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 som vi anvander idag har indiskt
ursprung. 300 ar f.Kr. skrevs siffrorna 1, 2, 3 sa har:

Indien 300 f.Kr.

De 6vriga siffrorna var nagot krangligare, men siffrorna utmynnade sa
smaningom i de siffror 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 vi anvander idag.

Det drojde anda till ar 650 e.Kr. innan talet 0 kom i allmant bruk. Det finns dock
belagg for att enskilda matematiker, exempelvis den egyptiske astronomen
Ptolemaios pa 100-talet e.Kr., langt tidigare anvande sig av denna speciella
symbol, som vi idag inte klarar oss utan. Vi kan ju exempelvis skriva

37050 =3[10000 +701000+5010
Nollorna i 37050 hjalper oss att halla reda pa ratt varde pa siffrorna 3, 7 och 5.

Avslutningsvis kan det vara vart att papeka att siffrorna och siffersystemet inte
"uppfunnits” av vare sig egyptier, babylonier eller indier. Det finns bade
foregangare och efterfdljare. For inte alltfor lange sedan sade man att vi
anvander oss av det arabiska siffersystemet. Araberna byggde vidare pa det
indiska systemet och ordet "siffra” (eller "cifr”) kommer just fran arabiskan. Inom
flera andra kulturer har man anvant liknande system. Det géller exempelvis
grekerna, Maya-kulturen och kineserna, som tidigt hade utvecklat en avancerad
matematik. Behov av siffersystem har uppstatt i varje kultur, dar man har behovt
reglera egendom och bedriva handel. Intressant &r att dessa behov har l6sts pa
mycket likartade satt av kulturer som inte haft kontakt med varandra.
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Positionssystemet

Varje siffras varde i ett tal bestdms av dess position. Nar vi ser ett tal som 37050
sa vet vi att trean bidrar med 30000. Vi kan skriva

37050 =3110000 + 701000 +5010

Nar vi flyttar oss at vanster i talet ar varje position vard 10 ganger mer an den
foregaende. For varje steg at hoger blir positionen vard 10 ganger mindre.

37050

tiotusental /

tusental tiotal
hundratal

ental

Ibland vill vi arbeta med positiva tal som ar mindre an 1. Da behover vi anvanda
oss av decimaler. Till att boérja med séatter vi ett decimalkomma omedelbart till
hoger om heltalspositionen, just for att halla reda pa var denna position ar.

17 418

/ tusendel

ental hundradel
tionde

tiotal

Vi kan tanka oss att varje sadant decimaltal har en plats pa tallinjen genom att
gora en mer detaljerad indelning av utrymmet mellan heltalen.

0,5 1,8 3,0 4,7

RN L R NN R EEEEEER RN >
0 1 2 3 4 5

Denna gradering ar av samma typ som millimetergraderingarna pa en linjal.

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 1516 17 18 19 20

Om vi kan gora om decimaltalsfaktorer till heltal sa blir det enklare att rakna.
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Exempel. 30 bollar som vardera kostar 4,70 kostar tillsammans

30[4,70=3[47=120+21=141

30 "forsta faktorn gors 10 ggr mindre,
— 04,7 A .
10 andra faktorn gors 10 ggr storre

eller: | (3710)(3,7 =3{10%7) "faktorn 10 flyttas fran 30 till 4,7”

Exempel. 6000 [2,9 =6[1000[2,9 =6[2900 =12000 +5400 =17400

Varje decimaltal kan skrivas som en produkt dar ena faktorn &r ett tal mellan 1
och 10 (vi tillater 1 men inte 10). Vi gor detta enklast genom att behalla siffrorna i
talet och "flyttar decimalkommat” genom att faktorisera.

Nagra exempel:

900 = 90100 9 (J100
9530 = 9,53[1000 9,53 [J1000
27400 = 2,74[(10000 2,74 1110000
0,03 = 3001 3 0J0,01
0,0028 = 2,800,001 2,8 10,001

Talen 100, 1000, 10000 kan beskrivas utifran hur manga faktorer 10 de

innehaller. Vi skriver

100 =1010=10" <—

skrivsatt som infors for att
1000 =10 10 10 =10° 7/ hélla reda pa talets storlek
10000 =1010M1010 =10
Vidare skriver vi
= 1 = 1 = 1 =1 -2
100 1000 10°
i 1 1
1000 10010010 10°

Vi redovisar de vanligaste tio-potenserna .

0,01

0,001= =10
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Beteckning Betydelse Decimalform Lases

1068 i10a10Ma03a0M@0MI@Ag 1000000 en miljon

10° 0101000010 100000 ett
hundratusen

104 100000010 10000 tio tusen

108 1010010 1000 ett tusen

102 10010 100 ett hundra

10t 22 10 tio

10° 1 1 ett

107" 1 0,1 en tiondel

10
1072 0,01 en hundradel
1000
1073 1 0,001 en tusendel
101000

Tio-potenserna kan anvandas som enheter . D& kan berakning av produkter som

3000 eller 3[M,05 reduceras till att berakna 3 =15.

Exempel. 35000 =35 tusen =15tusen =15000 1 5\—/\—/\—/’

Har raknar vi tusental istallet for ental.

Exempel. 300,05 =30 hundradelar =15hundradelar =0,15 !

Har raknar vi hundradelar istallet for ental.
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Nar bada faktorerna har decimaler blir det &nnu knepigare.

Exempel. Vi ska berdkna produkten 0,04 [0,037 .
Ldsning: Forst skriver vi
0,04 (0,037 = 4[0,01[37 [0,001 =4 [B37 (0,010,001
Sedan listar vi ut (det ar inte nddvandigt att skriva sa utforligt som nedan) att
1 0 1 _ 1 _ 1
100 1000 10001000 100000
Nar vi val vet att uppgiften handlar om hundratusendelar kan vi rdkna enligt
0,04 0,037 = 4 (37 [0,00001 =148 [0,00001=0,00148

0,01[0,001= =0,00001

Knepigast blir det om aven heltalsmultiplikationen ar svar att utféra. Vi visar tva

uppstallningar for att utféra multiplikationen 6,43 (3,8 .

6,43
(38
0,024 0,8[0,03 =83 [0,001=241[0,001=0,024
0,320 0,800,4 =8[4[0,01=32[0,01=0,32
4,800 086 =8601=480,1=48
0,090 3[0,03=313[0,01=9[0,01=0,09
1,200 30,4=3[4001=12[01=12
+ 18,000 36 =18
24,434

Alternativt kan vi utnyttja det faktum att 6,43 (3,8 =643 [38 [0,001.

643
[ s
24 8B3=24
320 8140 =320
4800 8 600 = 4800
90 3038 =90
1200 30040 =1200
+ 18000 30600 =18000
24434

| detta fall maste vi komma ihag att multiplicera 643 [38 = 24434 med 0,001
vilket ger svaret 24,434.
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Vid addition och subtraktion av enkla decimaltal kan vi rakna for hand med

samma metoder som anvandes vid heltalsrakning.

Exempel. 1. 38+26=(3+08+2+06=3+2+08+06)=5+14=64
2.38+26=(38+2+06)=58+0,6=64
3.38+26=(38-04+26+04)=34+3=64

Exempel. 1. 38-26=(3+08-2-06=3-2+08-0,6)=1+0,2=12
2.38-26=(38-2-06)=18-06=12
3.38-26=(38+04-26-04)=42-3=12

Nar decimaltalen har fler siffror kan vi anvanda samma uppstallningar som

tidigare for att utfora addition och subtraktion.

Exempel. Vi berdknar summan 13,47 +9,675

Med minnessiffra: 11
13,47
+ 9,675

23,145

Mer utforligt:
13,47
*+ 9,675

0,005
0,140
1,000
12,000
+10,000

23,145

Det gar faktiskt ocksa bra att rakna fér hand:
13,47 +9,675=2247+0,675=23,07 +0,075 =23145
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Exempel. Vi beraknar differensen 8574 -5,39.

410
8,574
—5,39

3,184

Det gar ocksa att rakna for hand, exempelvis med utfyllnadsmetoden: fran 5,39
till 6,00 &r det 0,61, ytterligare 2 fran 6 till 8 och ytterligare 0,574 fran 8 till 8,574.
Déarmed kan vi skriva

8574-539=0,61+2+0574=261+0574 =3184
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Avrundning och 6verslagsrakning

Om vi tanker oss en kraftigt uppforstorad del av tallinjen (langre at hoger an i
bilden ovan) sa kan vi placera 17,418 mellan 17,41 och 17,42.

17,418

i .

17,40 17,41 17,42 17,43 17,44 17,45

Om vi ska avrunda 17,418 till tva decimalers noggrannhet sa valjer vi att avrunda
till 17,42, eftersom 17,418 ligger narmre 17,42 &n 17,41 (samt alla andra tal med
tva decimaler). Vi skriver

17,418 =17,42

Om ett tal skall avrundas till en viss noggrannhet, sa véljer vi det
ndrmsta talet av de tal som har denna noggrannhet.

Tva decimalers noggrannhet: 17,418 =17,42 17,418
\/

17,41 17,42

En decimals noggrannhet: 17,418 =174 17\,?18
| I rrrrrrrirtd I |
17,4 17,5
Avrundat till narmsta heltal: 17,418 =17 17,\411/18
| I Frrrrrrrrt I I
17 18
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Om det tal vi ska avrunda ligger precis mitt emellan tva av de tal vi har att vélja

bland, sa avrundar vi uppat, dvs till det storre av dessa tal. Nagra exempel (dar vi

avrundar sista siffran i talet) ar

175=18
137,65 =137,7
435 = 440

Ibland vill man snabbt fa en uppfattning om ett uttrycks varde. D& kan man goéra

en Overslagsrakning genom att avrunda talen sa att man kan rakna i huvudet.

Exempel. En spis som kostar 3126 kr och en kombinerad kyl+frys fér 12738 kr
kostar tillsammans ungefar
3000 +13000 =16000 kr
En lite mer noggrann uppskattning av priset ar
3100 +12700 =15800 kr
(Alternativt kan man rakna "uppat” sa att man sakert vet att man har rad med

inkdpen: spisen och kyl+frysen kostar inte mer an 3200 +12800 =16000 kr.)
Det finns inga bestamda regler for hur 6verlagsrakningar ska utforas. Har far de
matematiska kunskaperna om avrundning kombineras med sunt férnuft och
anpassas till vad man behover i den aktuella situationen.

Man far akta sig for att avrunda hur som helst.

Exempel. Om vi avrundar talen 326 och 265 till narmaste hundratal far vi 300.
Subtraktionen 326 —265 kan rimligen inte uppskattas med 300 —300 =0.
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Signifikanta siffror och grundpotensform

Ibland anger man precisionen i talet i antalet signifikanta siffror.
187,49 har fem signifikanta siffror
3005 har fyra signifikanta siffror

Na&r det galler tal som avslutas med nollor ar det lite knepigt. Talet 2000 kan ha

en, tva, tre eller fyra signifikanta siffror beroende pa sammanhanget.

Exempel. "Det var tvatusen pa matchen Elfsborg-Djurgarden i I6rdags.” Har ror
det sig troligvis om en eller mojligtvis tva signifikanta siffror i talet 2000. (Den

verkliga publiken kanske var 2217, men man véljer ofta att sdga bara "tvatusen”.

Exempel. "Jag fick tvatusen av mormor i fodelsedagspresent.” Har kan man anta
att det ror sig om exakt 2000 kr, dvs fyra signifikanta siffror.

For att det inte ska uppsta tveksamheter om antalet signifikanta siffror, sa kan

man anvanda sig av ett speciellt skrivsatt.

Varje positivt tal kan skrivas i grundpotensform som en produkt
av ett tal mellan 1 och 10 (inklusive 1) och en tio-potens 10,
dar heltalet k visar hur manga faktorer 10 som ingar (om k>0) eller

saknas (om k<0) i talet.

Exempel. Genom att upprepade ganger bryta ut en faktor 10 ur 34500 far vi
34500 =345010=34510[10=345[101010=345101010010

Vi kan vélja att direkt faktorisera 10000 ur 34500 enligt
34500 =3,4510000 = 3,45010*

Om 34500 har 3 signifikanta siffror &r grundpotensformen 3,45010*.
Om 34500 har 4 signifikanta siffror &r grundpotensformen 3,450 [10*.
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Om 34500 har 5 signifikanta siffror &r grundpotensformen 3,4500 [10*.

| grundpotensformen kan vi alltsa se talets noggrannhet.

Exempel. Skriv 2,410° pa vanlig form.
Losning: 10° betyder sex stycken faktorer 10, s&

10° =100 001010 =1000000 (en miljon)
Darmed ar

2,410° = 2,41000000 = 2400000

/

"flytta decimalkommat sex steg
2,4

y at hoger och fyll pa med nollor”
NN NA

Exempel. Skriv 6,210~ p& vanlig form.

Losning: 107° betyder att tre faktorer 10 "saknas”, vilket kan fortydligas med
1

107° = = (en tusendel)
101010 1000
Darmed ar
6,2[107° = 62 _ 0,0062
1000
/‘ "flytta decimalkommat tre steg
’ 6,2 at vanster och fyll pa med nollor”
RN
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Potenser

Vi har sett att varje tal som bestar av en 1:a och resten 0:or kan skrivas som en
tiopotens. Exempelvis kan vi skriva

1000 =10° 0,001=107
Omvant kan vi rdkna ut tiopotenser, exempelvis ar

10° =1010 100 [0 =100000

1 1 1
10* 101000010 10000

Vi kan anvanda motsvarande beteckningar for potenser i andra baser &n 10.
Med basen 2:

107 = =0,0001

2°=2@RRR2R=32 (Hur langt orkar du rakna? Prova 2'°.)
w11 1
2 2@2R22 16
Med basen 3:
3° =3[B[BMHBHB =243 (3MMOM=3[B1=240+3=243)
ge 1l _ 1 _1

3¢ 3@MBMEB 81

Potens Betydelse Lases Bas EXxponent
35 3[BBCB[B 3 upphdojt till 5 3 5
34 3[B[B[B 3 upphojt till 4 3 4
38 3[B[B 3 upphojt till 3 3 3
3? 303 3 upphdojt till 2 3 2
3! 3 3 upphojt till 1 3 1
3° ? 3 upphojt till 0 3 0
3™ 1 3 upphojt till -1 3 -1

3
37 1 3 upphojt till -2 3 -2
303
373 1 3 upphojt till -3 3 -3
333
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En positiv exponent anger hur manga faktorer av basen som ingar i potensen.

Nar exponenten ar negativ hamnar faktorerna istéllet i nAmnaren. Lagg marke till
monstret i tabellen: Nar vi laser uppifran och ner minskar exponenten med 1,
vilket innebar att vi dividerar potensen med 3. Om vi foljer detta monster sa ar
det rimligt att definiera 3° =1. Vi definierar allmént

a’ =1 for alla baser a

Nu ska vi ge oss in pa rakneregler for potensrakning.

Exempel. 3° 3% =(3[B[BHBMHE){(3[EB)=3[BHBHEMHEBHEHEB=3".
5 faktorer 3 foljt av 2 faktorer 3 ar totalt 5+2 =7 faktorer 3. Vi kan forkorta
rakningarna till

35 [32 :35+2 = 37

Det verkar som om vi kan multiplicera tva potenser med samma bas genom att

addera exponenterna.

Denna regel galler aven om nagon av (eller bada) exponenterna ar negativa tal.

Exempel. 4°@° =(4amn— ~ - 448 1 _ o
AAAAED ADDAE 40

Aven har kan vi berakna produkten genom att addera exponenterna:

43 m-S - 43+(—5) - 4—2

Regel for multiplikation av tva potenser med samma bas

Vi kan multiplicera tva potenser med samma bas genom att
addera exponenterna:

bm ml‘l — bm+n

Denna regel géller for alla heltal m och n, samt alla baser b.

(Med undantag av basen 0, som kan ge upphov till division med 0, vilket ju ar otillatet.
Fast basen 0 har vi &nd& aldrig anledning att anvanda oss av.)
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Nar vi dividerar tva potenser med samma bas kan vi forkorta faktorer.
@@ _ 1 _ .

AAAAE 402 '

3
Exempel. 3—5 =

Att svaret blir 472 beror allts& pa att namnaren 4° har 2 fler faktorer 4 an 43,

Vi kan utfora divisionen nagot snabbare genom att subtrahera exponenterna:

j_z :43—5 - 4-2

Regel for division av tva potenser med samma bas

Vi kan dividera tva potenser med samma bas genom att
subtrahera exponenterna:

bm
bl’l

- bm—n

Denna regel géller for alla heltal m och n, samt alla baser b.

(Med undantag av basen 0, som kan ge upphov till division med 0, vilket ju &r otillatet.
Fast basen 0 har vi &nd& aldrig anledning att anvanda oss av.)
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KAPITEL 4

NEGATIVA TAL
OCH SUBTRAKTION
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Negativa heltal och motsatta tal

Vad kan vi saga om subtraktionen 3-57?

Man kan tycka att subtraktionen inte gar att utfora. Subtraktion handlar om att ta
bort och vi kan vél inte ta bort mer &n vad vi har? Uttrycket 3 -5 skulle darmed
sakna mening.

Forst +3 >

Sedan -5 <

Resultat: ??

En annan standpunkt ar att det visst gar att ta bort 5 frdn 3. Om vi har 3 och ska
betala 5 sa blir vi skyldiga 2. Skulden 2 kan vi beteckna -2 (analogt med -5
som ju ocksa ar en slags skuld).

Bada standpunkterna kan férsvaras. De &r inte motstridiga eftersom de baseras
pa olika férutsattningar om vilka tal som anses vara acceptabla att arbeta med.
Uttrycket 3 -5 saknar mening sa lange vi bara arbetar med positiva heltal. Om vi
aven tillater oss att arbeta med negativa heltal kan vi daremot skriva

Denna subtraktion kan tolkas pa en forlangd tallinje, som aven inkluderar
negativa heltal.

Forst +3 >:

Sedan -5

N
I
V]

Resultat: —2

Lagg marke till att sdval -5 som —2 representeras med talpilar som har motsatt
riktning jamfort med talpilarna for 5 respektive 2.
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Motsatta tal

Talpilen till talet a ar lika lang som talpilen till talet —a.
Skillnaden &r att talpilarna har motsatt riktning.

Talen a och —a kallas darfor motsatta tal.
Exempelvis &r 5 och -5 motsatta tal.

-5 &r motsatta talet till 5 och 5 &r motsatta talet till —5.

-5 | +5

A
A 4

Exempel. Motsatta talet till -5 kan betecknas —(-5). A andra sidan vet vi att

motsatta talet till =5 &r 5. Alltsa galler det att —(-5) =5.

+5

~
7

N

—(-5)

\ 4
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Subtraktion kan skrivas som addition

Addition handlar om att lagga till. Exempelvis kan additionen 5+ 3 =8 illustreras
genom att lagga till talpilen fér +3 efter talpilen for +5.

+5 +3

N
7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Bilden nedan har vi tidigare anvant for att beskriva subtraktionen 5-3 =2. Vi ska
se att denna subtraktion kan tolkas som en addition.

. : i 45 :
Forst +5 >
-3 '
Sedan -3 €
P42 :
Aterstar: +2 : >

Lagg marke till att talpilen foér —3 laggs till efter talpilen fér +5. Vi kan darmed
tolka subtraktionen 5 -3 som en addition enligt

5-3=5+(-3)
Subtraktion med 3 kan skrivas som addition med det motsatta talet — 3.

Pa motsvarande satt kan varje subtraktion med ett tal skrivas som en addition
med det motsatta talet.

Exempel. Nar man har ett uttryck med flera termer kanske man soker efter enkla
berakningar. | ett uttryck som 23 -9 -8 kan man lockas att forst berakna

9-8 =1 och sedan svara 23 -1=22. Detta ar en felaktig strategi , det ratta
svaret ar ju 23-9-8=14-8 =6 (bade 9 och 8 ska subtraheras). Ett bra stod for
det egna tankandet ar att kunna tolka subtraktionen som en addition:

23-9-8=23+(-9)+(-8)

B s

sedan | sedan D —

borjar med 23 minus 9 minus 8
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Det ar generellt en bra stragegi att soka efter enkla berdkningar, bara man ser till

att de inte forvanskar uppgiften och leder till fel svar (vilket tyvarr hande i sista
exemplet). Tolkningen av ett komplicerat uttryck som 7 -5 +3 -4 -2 underlattas

om man se uttrycket som en addition av fem enskilda termer enligt
7-5+3-4-2=7+(-5)+3+(-4)+(-2)

eller, annu mer utforligt: (+7) +(-5) +(+3) +(-4) +(-2)

+3

N

....N.............O......
A

N

Den sista pilspetsen pekar mot —1, som ar summan av de fem termerna.

En podng med att kunna tolka 7-5+3-4-2=7+(-5)+3+(-4)+(-2) som en
sammansattning av forflyttningar “framat7, bakats, framat3, bakat4, bakat2” ar att
vi kan utnyttja det faktum att additionen &r kommutativ, dvs att vi far addera

termerna i vilken ordning som helst.

Exempel. 7-5+3-4-2=2+3-4-2=5-4-2=1-2=-1

Ett annat satt ar att addera de positiva och negativa termerna var for sig.
Exempel. 7-5+3-4-2=7+3-5-4-2=(7+3)-(5+4+2)=10-11=-1

Vi kan vélja att addera termerna i precis vilken ordning som helst, bara vi haller
reda pa tecknen pa de negativa termerna.

Exempel. 7-5+3-4-2=(7-5)+(3-4)-2=2-1-2=-1

Exempel. 7-5+3-4-2=(7-5)+3+(-4-2)=2+3-6=-1
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Subtraktion och addition som omvanda raknesatt

Exempel. Jag tanker pa ett tal. Forst lagger jag till 7, sedan dubblar jag
resultatet. Dubblingen subtraheras med 4. Da far jag 18. Vilket ar talet?

Lésning: Vi kan lista ut svaret genom att resonera baklanges, genom att bérja
med slutresultatet. Talet 18 var resultatet av subtraktion med 4. Fére
subtraktionen maste talet varit 18 + 4 =22, som i sin tur var en dubbling. Fore
dubblingen maste vi da haft 11, som i sin tur var resultatet av addition med 7.
Fore additionen maste vi da haft 11-7=4.

Svar: Talet ar 4.

Resonemanget i Idsningen kan sammanfattas i foljande (tanke-)schema:

+7 dubbla -4
? > ? ? 18

-7 halvera +4
4 € 11 22 [€ 18

Lagg marke till att effekten av addition med 7 tas bort genom subtraktion med 7
och att effekten av subtraktion med 4 tas bort genom addition med 4.

Vi kunde med hjalp av berakningen 18 + 4 =22 dra slutsatsen att 22-4=18.
Sarskilt vid huvudrakning ar det manga som foredrar addition fére subtraktion.

Exempel. Du ska kopa en vara som kostar 28 kr, betalar med tva 20-lappar och
far 12 kr tillbaka. Blev det ratt?

Losning 1. Betalningen minus kostnaden ar 40-28 =2 +10 =12 . Stammer.
Losning 2: Kostnaden plus vaxeln ar 28 +12 = 40. Stammer.

Varje addition av typen a+ b = ¢ innehaller (indirekt) tva subtraktioner, namligen
c-a=bochc-b=a.

Exempel.

23+48 =71

23 =71-48 48 =71-23
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Addition och subtraktion av heltal

Vi borjar med en sammanfattning av vad som redan har gjorts.
1) Addition innebar att /dgga till. Vi kan tolka varje addition pa tallinjen genom
att lagga talpilar efter varandra.
2) Subtraktion innebar att ta bort. Vi kan tolka differensen som utfylinaden
fran andra till férsta termen (observera: i den ordningen!).
3) Subtraktion med ett positivt heltal kan vi tolka som addition med det
motsatta talet. Har utnyttjar vi sambandet mellan rékneséatten.
Vi har &nnu inte sett nagot exempel med ett negativt tal som forsta term. Sadana
exempel forekommer séllan i praktiken, men de kan behandlas utifran
ovanstaende principer (se de forsta tva exemplen nedan). Vi har heller inte

behandlat subtraktion med ett negativt tal. Det gor vi i tredje exemplet nedan.

Exempel. Vi kan utféra addition med ett negativt tal som forsta term, vilket visar
vi pa tallinjen med -3+5=2.

) s 3
Forst -3 <
+5 %

Sedan +5 >
+2

Summa: +2 —

Alternativt kan vi utféra berdkningen genom att utnyttja additionens kommutativa
egenskap (som galler for alla tal) och berdakna —3+5 som
-3+5=(-3)+5=5+(-3)=5-3=2

Exempel. Vi visar forst subtraktionen —3 -5 = -8 med borttagningsmetoden.

D4 skriver/tanker vi —3 -5 =(-3) +(-5) och tolkar additionen pa tallinjen.

N
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Vi kan aven utféra —3 -5 = -8 med utfylilnadsmetoden. Differensen, som kan

skrivas -3 -5 =(-3) -5, fyller ut fran andra termen 5 till forsta termen - 3.

-4 43 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Saval borttagnings- som utfylinadsmetoden kraver eftertanke nar de ska
tillampas som i foregdende exempel, med ett negativt tal som forsta term.
An varre blir det nar vi har ett negativt tal i andra termen, dvs nér vi ska

subtrahera ett negativt tal. Vi diskuterar denna problematik i exemplet nedan.

Exempel. Vi ska ge fem olika tolkningar av uttrycket 7 —(-4).

1. Talet —4 kan tolkas som en utgift. Subtraktion innebéar att "ta bort”. Vi kan
da tolka subtraktion med -4 som att ta bort en utgift. Det later val positivt.
Att ta bort en 4-utgift ar nAmligen detsamma som att lagga till 4, dvs

7-(-4)=7+4=11

2. Vikan tolka 7 —(-4) som en temperaturdifferens. Hur mycket varmare &ar

det mitt p& dagen jamfért med pa morgonen, om temperaturen mitt pa

dagen ar +7°C och morgontemperaturen var —4°C?
Svar: 7-(-4)=7+4=11°C.
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10 5 +5 +10 +15 +20

I
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3. Ett hus har i genomskarning féljande utseende.

Kontor ||

Kontor —

F\)pr‘ppfinn

Lager -

AONEDPRNWDGO O

Byggnaden gar ner 4 m under marken och stracker sig 7 m 6ver marken.

Bygghojden ar da 7 —(-4) =7 +4 =11 meter.

4. Om vi bortser fran termometern och huset kan vi fylla ut fran andra termen
-4 till forsta termen 7 med talpilar: 2 -2-22=2+2 =22.

i4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
: +4 +7 '

\ 4
V.

5. Talet —4 kan representeras med en talpil at vanster. Att subtrahera —4
kan tolkas som att backa langs en —4-pil. Da gar vi 4 steg at hoger, vilket
ar detsamma som att lagga till 4, dvs

7-(-4)=7+4=11

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
+7 i —> backa -4: i

. 4
A
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| alla fem tolkningarna kan vi se att subtraktion med -4 kan tolkas som addition

med det motsatta talet 4.

Samband mellan addition och subtraktion
Varje subtraktion kan tolkas som addition med det motsatta talet.
a-b=a+(-b) b:s motsatta tal & — b

a-(-b)=a+b - b:s motsatta tal ar b
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Multiplikation med negativa faktorer

Multiplikation med ett positivt heltal som forsta faktor kan tolkas med upprepad
addition. Denna regel ska vi anvanda aven i nasta exempel, dar andra faktorn ar
ett negativt heltal.

Exempel. 3[{-8)=(-8)+(-8)+(-8)=-24
Eftersom 3[8 =24 kan utrédkningen snabbare utféras enligt
3[(-8)=-3B=-24 Vi bryter ut minustecknet

Multiplikation med ett positivt heltal som andra faktor kan (enligt kommutativa

lagen) skrivas med det positiva heltalet som forsta faktor.

Exempel. Vi kan berékna produkten (-3)[8 pa foljande satt:

(-3)B =80-3)=(-3)+(-3)+(-3)+(-3) +(-3) +(-3) +(-3) +(-3) =-24
Vi kan snabbare rakna enligt

(-3)B= —(3 [8) =-24 Vi bryter ut minustecknet
Produkten (-3) B kan aven tolkas som subtraktion av tre stycken attor:

(-3)B=-8-8-8=-24

Varje multiplikation med ett negativt heltal som forsta faktor kan (pa motsvarande

satt som i exemplet ovan) tolkas med upprepad subtraktion.

Exempel. (-3)[{-8) kan tolkas som en upprepad subtraktion av tre stycken
minus-attor, dvs
(-3)-8)=—(-8)-(-8)-(-8)=8+8+8=24
Att ta bort tre stycken minusattor &r detsamma som att lagga till tre attor, dvs
(-3)[(-8)=3B=24 tva negativa faktorer har en positiv produkt

Vi kan séaga att de tvad minustecknen tar ut varandra.
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Produkten av tva positiva tal ar positiv. 3B=24
Produkten av ett positivt och ett negativt tal ar negativ. 3 [(-8) =-24
Produkten av ett negativt och ett positivt tal ar negativ. (-3)[8 =-24

Produkten av tva negativa tal ar positiv. (-3)[[-8) =24

Den som vill kan rakna (eller tanka) som i féljande exempel. En fordel ar att man
kan skota teckenhanteringen for sig och multiplikationen av positiva tal for sig.

Minus-ettorna fungerar som "teckenkontrollanter”.
Exempel. (-3)B=(-)BB=(-1)24=-24
Exempel. (-3){-8)=(-)BH{-)B=(-){-1) BB =(+1)[24=24

Exempel. (-2) 3 [{-5){—4) = (-1) {~1) [{~1) (2 (B (5[4 = (-1) [120 = 120
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Division med negativa tal

Vi kan anvanda kopplingen mellan division och multiplikation for att bestamma

kvotens varde om taljare och/eller nAmnare ar negativa tal.

Exempel. Eftersom 3[{-8)=-24,sa ar _TZA' =-8.
o ... 24
Exempel. Eftersom (-3)[(-8) =24, sa ar 3 =-8.

Exempel. Eftersom (-3)[8 =-24,sa ar -24 8.

. " ) . 24
Kvoten av tva positiva tal ar positiv. 3 =8
" : y , 24
Kvoten av ett positivt och ett negativt tal ar negativ. =3 =-8
. " y , -24
Kvoten av ett negativt och ett positivt tal ar negativ. 5 =-8
o . ) " -24
Kvoten av tva negativa tal ar positiv. —3 =8
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KAPITEL 5

LIKHET OCH OLIKHET
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Likhetstecken

Likhetstecken anvander vi nar vi gor utrdkningar, exempelvis
3+5=8
Vi téanker att vi raknar "fran vanster till hoger” och kan saga: "tre plus fem blir 8.
>
3+5 = 8
Vi kan ocksa anvanda likhetstecken nar vi vill séga att tva uttryck har samma
vérde, exempelvis 3+5=5+3.

Har har vanster led 3+5 och hoger led 5+ 3 i ndgon mening samma status. Vi
kan lasa likheten fran vanster till hoger eller fran hoger till vanster: "tre plus fem

ar lika med fem plus tre” eller "fem plus tre ar lika med tre plus fem”.

—>
3+5 = 5+3

€

Nar man har likhet mellan vanster led och hdger led kan man séga att det rader

"jamvikt” (som pa en gungbrada) eller "balans” (som pa en balansvag).

gungbrada balansvag

3+5 = 8 ; : ; :
ff :"3+5"~. 8

Det ar inte helt enkelt att matematiskt definiera vad som menas med att tva tal ar

lika. Vi kan ofta nja oss med féljande tolkning.

Allmant galler att vi satter likhetstecken mellan tva tal eller
tva uttryck om talen/uttrycken har samma position pa tallinjen.

91



ARBETSMATERIAL UNDER UTVECKLING

© Hakan Sollervall 2006. Far skrivas ut i ett exemplar for eget bruk.
Just darfor ar det tillatet att satta likhetstecken mellan 3+5 och 8, likasa mellan

3+5 och 5+3.

3+5 5+3

5
>

+3 +5

\

+5 +3

v

S
7

Manga likheter ar langt ifran sjalvklara, vilket inses av foljande exempel.
Exempel. Vi ska visa att decimaltalet 0,999... (nior i all oandlighet) ar lika med 1.

Vi satter x =0,999... och multiplicerar med 10. Da far vi
10x=9,999...

Darav foljer att

10x-x=9,999...-0,999

9x =9
9x_9
9 9
x=1

Slutsatsen ar att 0,999... =1, vilket aven kan skrivas

0,999...=1000...

Tva decimaltal kan alltsd vara lika, trots att de inte har samma decimaler.
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Talmangder

"Det finns tre applen i skalen”
"Jag star trea i kon”

Talet 3 kan som ovan anvandas for att uttrycka
antal (3 applen) och ordning (3:a i kdn)

Talet 3 ar ett av de naturliga talen. Dessa tal kan markeras péa en tallinje.

I I I I I I >

Mangden av alla naturliga tal betecknas med bokstaven N. Denna méangd

innehdller talen 0, 1, 2, 3 osv. Man kan skriva
N={0123,..}

| vardagen klarar man sig ganska bra med enbart naturliga tal, men nar man

I6ser matematiska uppgifter inser man snart att det behdvs fler tal &n heltalen.

Uppgift Svar Tal Talméangd

Olle &r 5 ar yngre an sin bror, som ar 7
ar gammal. Hur gammal &r Olle?

2 ar 2 N (naturliga talen)
Igar var temperaturen +6°C. Idag ar det
10 grader kallare. Hur kallt &r det idag? —4°C _4 Z (heltalen)
Tre personer ska dela pa tva pizzor. . 2
Hur mycket far var och en? 3 blees 3 Q (rationella talen)

En kvadrat har arean 5 m?.

Hur lang ar kvadratens sida? Jsm? |5 R (reella talen)
Ett tal multipliceras med sig sjalvt. 2ieller
Produkten ar —4. Vilket ar talet? Y o] C (komplexa talen)
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De forsta fyra typerna av tal ska vi strax arbeta vidare med. De komplexa talen

kommer du att méta om du studerar mer matematik. Gemensamt for naturliga tal,

heltal, rationella tal och reella tal &r att de kan placeras pa en tallinje. Heltal som

2 och —4 ar latta att placera in. For att kunna placera talet 3 pa tallinjen
behover vi dela in utrymmet mellan 0 och 1 i tre lika langa delar och sétta

markeringen efter de tva forsta delarna. Talet J7 ar riktigt knepigt. Vi ndjer oss

har med att konstatera att <7 ligger mellan +/4 =2 och /9 = 3.

-4 % 2 7
| + | | | |'¢| + i| >
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

N &r den minsta av talmangderna N, Z, Q och R. Varje tal i N ar ett heltal och

ingar saledes i Z, men hur kan vi veta att varje tal i N ingar i Q?

Vad ar Q?

Vi behover precisera vad som ingar i talmangderna.

Definition av talmangderna N, Z, Q och R :

N={0123,...}

z={..,-3,-2-10123,...}

Q= { tal som kan skrivas pa formen %, med heltal a och b }
R={

alla tal pa tallinjen } /\

(far inte vara 0)

Nu kan vi exempelvis reda ut att talet 2 ingar i Q, eftersom vi kan skriva 2 = 1

Eftersom talet 2 har en plats pa tallinjen ingar talet 2 aven i R.
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Bilden nedan visar hierarkin mellan talméngderna, dvs hur de ingar i varandra.

Exempelvis géaller att J7 ingar i R men inte i Q. For att visa detta kravs att man

har kunskaper i talteori, sarskilt primtalsfaktorisering.

Vi ska nu ge en skiss av beviset av att 7 inte &r ett rationellt tal. Detta bevis bygger p& samma idé som det bevis den

grekiske matematikern Euklides (som var verksam i Alexandria ca 300 f.Kr.) anvande i sitt berémda verk Elementa for att
bevisa att v/ 2 inte &r ett rationellt tal.

Antag att 7 ar ett rationellt tal. Vi ska visa att detta antagande leder till orimligheter.

a
Skriv till att borja med v/ 7 som E dar vi véljer heltalen a och b sa att de inte har ndgra gemensamma faktorer 7.

a a’
Nar vi kvadrerar N7 = — farvi 7 = F

L 2 .., 2 _ 42
Multiplikation med b~ ibada leden ger 7b° = a“°.
. . 2. o
Denna ekvation visar att &~ innehaller en faktor 7.
D& maste dven ainnehalla en faktor 7. Darmed innehaller &~ tva faktorer 7.
Vikan daskriva &~ =7 [7 L& , dar ¢ ar den heltalsfaktor som "blir éver” nér vi har faktoriserat ut de tva sjuorna.

Vi kan nu skriva 7 [b? = 7 [T [, som efter division med 7 i bada leden ger b> = 7C.

. . 2. 2 P " . 2
Denna ekvation visar att D innehaller en faktor 7. DA m&ste aven b innehalla en faktor 7.

Vi har nu visat att bade a och b innehaller en faktor 7, dvs de har en gemensam faktor 7.
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Olikheter

Talet 3 har sin position pa tallinjen till hdger om det mindre talet 2. Vi kan skriva
2<3 2 ar mindre an 3 (2 ar till vanster om 3) (2 star fore 3)

eller 3>2 3 ar storre an 2 (3 ar till héger om 2) (3 star efter 2)
Lagg marke till att spetsen i olikhetstecknen < och > pekar mot det mindre talet.

Det spelar ingen roll om vi skriver 2 <3 eller 3 >2 eftersom bada olikheterna har
precis samma innebdrd. Pa motsvarande satt kan vi skriva antingen

3<4 3 ar mindre an 4 3 ar till vanster om 4

eller 4>3 4 ar storre an 3 4 ar till héger om 3
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KAPITEL 6

PROBLEMLOSNING
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Enkel procentrakning

Ibland vill man rékna med en del av ndgonting. Det kan vara héalften av 300
kronor, en fjardedel av 60 kg eller en hundradel av en sekund.

Nar man réaknar procent sa raknar man just hundradelar. Nagra exempel:

1% av 300 kr ar lika med 3 kr
1% av 4500 kr ar lika med 45 kr

Uppgift: Hur mycket ar 30% av 250 kronor?
Losning:

100% ar 250 kr
N . - 250
10% ar en tiondel av 100%: 10 =25 kr

30% ar tre ganger 10%: 3[25 =75 kr
Svar: 75 kr
Man kan Kkortfattat skriva sa har:

100% o~ 250
10% o 25
30% o 75

Uppgift: Hur mycket ska du betala i kommunalskatt pa inkomsten 57000 kr om
kommunalskattesatsen ar 31,48% ?

Ldsning:

100% ~ 57000
10% o 5700
1% o 570
31,48% ~ 31480570=17900

Svar: Du ska betala 17900 kr.
Om forsta faktorn 31,48 gors 100 ggr mindre (dividera med 100) och andra
faktorn 570 gors 100 ggr storre (multiplicera med 100) sa kan produkten skrivas
pa formen

3148570 = % (570100 =0,3148 57000
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Genom att skriva om skattesatsen 31,48% i decimalform som 0,3148 far vi ett
effektivt satt att rakna procent.

Exempel. Med decimalformen kan vi snabbt rékna ut att 75% av 3400 kr &r

0,75 3400 = 2550 kr

Allmant galler att p% av K kr &r %D( kr

Exempel. 42% av 630 kr ar

42 [630 = 0,42 [630 = 265 kr
100

99



ARBETSMATERIAL UNDER UTVECKLING
© Hakan Sollervall 2006. Far skrivas ut i ett exemplar for eget bruk.

Enkel brakrakning
Vi har flera satt att rakna ut 30% av 250 kr.
1. 100% o~ 250

10% o 25
30% ~ 3[22=22

2a. med raknare: 0,30[250 =75
2b. utan raknare: 0,30250=3[25=75
. ) 30
3a. med réknare: ——[250=75
100
3b. utan réknare: ﬂ 250 =30 D2ﬂ =3025=60+15=75
100 100

Nagra av dessa losningssatt kan anvandas rakt av nar vi raknar med annat an
hundradelar, exempelvis femtedelar.

Uppgift: Hur mycket ar 3 femtedelar av 250 kr?

1. 5 femtedelar o 250
1 femtedel o 50
3 femtedelar o 222

2a. med raknare: 0,60® 250 =150

2b. utan raknare: 0,60® 250 =625 =150

3a. med raknare: gDZSO =150

3b. utan raknare: gDZSO =3 B’Z:—O =350 =150

@ For att kunna anvanda lésningarna 2a och 2b maste vi veta att 3 femtedelar
kan skrivas som 0,60. Vi ska snart reda ut hur detta hanger ihop.

Uppgiften att berékna 3 femtedelar av 250 kr ar ganska "snall” i den meningen att

berédkningarna gar jamnt ut: talen 3, 5 och 250 passar bra ihop. Ibland blir
rakningarna krangligare, men da kan man atminstone anvanda sig av 1 och 3a.
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Uppgift: Hur mycket ar 4 sjundedelar av 500 kr?

1. 7 sjundedelar o 500

1 sjundedel o g (=714)

4 sjundedelar - 4 E—TB;)—O = 286

3a. med raknare: $[500 = 286
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Brakrakning

Vad ar tre femtedelar av 100 kronor?

Ldsning 1:

En femtedel av 100 kr ar % =20kr.

Tre femtedelar av 100 kr &r d& 320 =60 kr.

Ldsning 2:
Tre femtedelar av 100 ar lika mycket som en femtedel av 300 (klurigt!).
300

En femtedel av 300 ar = =60.
Vi kan sammanfatta I6sningarna med féljande uppstéliningar.
Losning 1: 3 DloS—O =3[20 =60

Ldsning 2: SELI\_;& = ?’;i =60
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Kombinatorik

Uppgift: Ett laxprov bestar av 3 fragor med Laxprov MA 8F

svarsalternativ a, b, c. Varje elev kryssar i

ett alternativ pa varje fraga. 1 34207 &17b35c12

Ar det méjligt att alla eleverna lamnar in 2 s+6r2= ] bﬁi =

olika svar? a3 b0 c5
3. OO O

Losning: Vi listar forst ut hur manga olika svar det finns.

Exempelvis kan vi rita upp alla mojliga svar:

eller skriva ner svarsalternativen:
aaa aab aac aba abb abc aca acb acc
baa bab bac bba bbb bbc bca bcbhb bcc
caa cab cac <cha <cbb cbc <cca ccb ccc

eller rita ett trdddiagram, dar vi redovisar en fraga i taget:

forsta fragan

andra fragan

tredje fragan
Oavsett vilken metod vi véljer, sa ser vi att det finns 27 olika svar.

Svar: Om det ar hogst 27 elever i klassen, sa ar det mgjligt att alla har olika svar.
Om det ar fler an 27 elever s& maste nagra ha samma svar.
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Lagg marke till att traddiagrammet férgrenade sig med en faktor 3 for varje fraga.

Totala antalet "l6v” i tradet blev 3[B[B = 27.

Om det hade varit 4 fragor med vardera 3 svarsalternativ sd hade antalet mojliga
svar varit
3[BBMIB=81

Om det hade varit 4 fragor med vardera 5 svarsalternativ:
5B B 5B =625 mojliga svar
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Vilket tal tanker jag pa?

Lat oss borja med tva enkla exempel, for att komma i ratt stamning.

Exempel. Om jag multiplicerar ett tal med 2 far jag 14. Vilket ar talet?
e - o e P o 14
Losning: 2 ganger talet ar 14. Talet ar alltsa > =7.

Exempel. Om jag subtraherar 3 fran ett tal far jag 11. Vilket ar talet?
Losning: Talet minus 3 ar 11. Talet ar alltsa 11+3 =14.

| det forsta exemplet tar vi bort multiplikationen genom att anvanda division.
| det andra exemplet tar vi bort subtraktionen genom att anvanda addition.

| ndsta exempel ingdr tva operationer, bade subtraktion och multiplikation.

Exempel. Jag tanker pa ett tal. Detta tal multiplicerar jag med 2, sedan
subtraherar jag 3 fran produkten. Da far jag talet 11. Vilket tal tanker jag pa?

Losning: Vi kan sammanfatta det sokta talets forandring med foljande schema.

(2 -3
?2 | —| ?? | ——| 11

Nu géller det att arbeta baklanges, sa att operationerna [2 och -3 tas bort. Vi
maste borja med att ta bort —3, eftersom den operationen sitter narmast 11.

/2 +3
7 | €&——| 14 | «e—| 11

Svar: Det stkta talet ar 7.
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Ekvationer

Ekvation betyder likhet. Vi vet att likhetstecken far skrivas mellan tal som har
samma position pa tallinjen. Exempelvis galler detta
5+3=8 som &r en SANN likhet
Det kan handa att man réknar fel, man kanske skriver
16-9=5 som ar en FALSK likhet (16 -9 é&r ju lika med 7)
Nar man arbetar med ekvationer ingar normalt en variabel (eller flera variabler).
Ett exempel ar
2x-3=11
For vissa varden pa variabeln, som i detta fall kallas x, ar likheten sann. For
andra varden pa variabeln ar den falsk. Exempelvis:
2x-3=11 ar SANN for x=7 (eftersom 2[2-3=22-3=22)
2x-3=11 ar FALSK for x =8 (eftersom 2[8-3=16-3=13 #£11)

Att I6sa en ekvation innebar att finna samtliga varden

pa variabeln som gor likheten sann.

Varje varde pa variabeln som gor likheten sann &r en rot Hill

ekvationen. Ekvationens /6sning utgors av samtliga rotter.

Exempelvis & x =7 en rot till ekvationen 2x -3 =11.
Nar man loser en ekvation forsoker man utfora sddana operationer som gor att

den behaller sitt sanningsvarde.

Exempel. 2x-3=11 addera 3 till bada leden
2x-3+3=11+3 forenkla
2x=14 dividera med 2 i bada leden
% = % forenkla
x=7

Svar: Ekvationen 2x -3 =11 har Igsningen x =7.
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